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Abstract 


In this thesis, we obtain new results for different controllability methods for two novel classes of 
non-local Sobolev-type controllability systems in Hilbert spaces. 


Firstly, we present appropriate conditions to study approximate controllability and exact null 
controllability for a new class of nonlinear differential equations of the v-Hilfer type with non-local 
conditions. 


Furthermore, we introduce a new function called "k- Wright" allowing us to investigate controllability 
for à broader class than initially considered. With this, we examine trajectory controllability for a 
nonlinear system of à new and more extensive type of fractional differential equations known as 
(k,v)-Hilfer with non-local conditions. 


These results were obtained using the theory of semi-groups, fixed-point theory, fractional calculus, 
and Gronwall inequalities. 


Finally, we present examples illustrating the validity of these results. 


Keywords: Approximate controllability, Null controllability, Trajectory controllability, Fractional 

Sobolev type integro-differential equations, v-Hilfer fractional derivative, (k, v)-Hilfer fractional 

derivative, Mild solution, Fixed point theorem, Nonlocal condition, Fractional power, Gronwall’s 
inequality. 


Mathematics Subject Classification: 93B05, 26A33, 46E39, 34K37, 34A12, 47H10. 


BBEsSumMé 


Dans cette thèse, nous obtenons de nouveaux résultats pour différentes méthodes de contrôlabilité 
pour deux nouvelles classes de systèmes de contrôle non locaux de type Sobolev dans des espaces de 
Hilbert. 


Tout d’abord, nous présentons les conditions appropriées pour étudier la contrôlabilité approchée et 
la contrôlabilité nulle exacte pour une nouvelle classe d'équations différentielles non linéaires de type 
v-Hilfer avec des conditions non locales. 


De plus, nous introduisons une nouvelle fonction appelée " k- Wright”, qui nous permet d’étudier la 
contrôlabilité pour une classe plus large que celle étudiée initialement. Grâce à cela, nous examinons la 
contrôlabilité trajectoire pour un système non linéaire d’un type nouveau et plus étendu dans les 
équations différentielles fractionnaires connues sous le nom (k,v)-Hilfer avec des conditions non locales. 


Ces résultats ont été obtenus en utilisant la théorie des semi-groupes, la théorie du point fixe, ainsi 
que le calcul fractionnaire et les inégalités de Gronwall. 


Enfin, nous présentons des exemples illustrant la validité de ces résultats. 


Mots clé: Controllabilité approchée, Controllabilité nulle, Controllabilité trajectoire, Équations 
intégro-différentielles de type Sobolev fractionnaire, Dérivée fractionnaire de v-Hilfer, Dérivée 
fractionnaire de (k,v)-Hilfer, Solution Douce, Théorème du point fixe, Condition non locale, Puissance 
fractionnaire, Inégalité de Gronwall. 


Mathematics Subject Classification: 93B05, 26A33, 46E39, 34K37, 34A12, 47H10. 
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Introduction 


Calcul fractionnaire 

Le calcul fractionnaire est une branche de mathématique, qui a pour but de généraliser les dérivées 
traditionnelles à des ordres non-entiers ou complexes. 

L'histoire des dérivées d’ordre non entier s’étend de la fin du XVIIe siècle à nos jours; les spécialistes 
s'accordent à faire remonter son début à la date du 30 septembre 1695, où °°.476pital posa une 
question à Zeibniz en s’interrogeant sur le sens de PE lorsque n = . L'étude du calcul fractio- 
nnaire est née de cette question. .Zeibniz a répondu à la question, "d?x sera égal à xVdx : x ". C’est 
un paradoxe apparent dont on tirera un jour des conséquences utiles. 

Pendant près de trois siècles, le calcul fractionnaire a été traité comme un concept mathématique 
intéressant, mais seulement un concept mathématique. On le considérait depuis longtemps comme la 
branche des mathématiques, étudiant les propriétés des dérivées et intégrales irrégulièrement ordonnées 
(appelées dérivées et intégrales fractionnaires). Sans aucune explication réelle ou pratique, il était perçu 
comme un résumé contenant seulement quelques manipulations mathématiques utiles. 

Au fil des ans, de nombreux mathématiciens bien connus ont contribué au développement fondamen- 
tal du calcul fractionnaire, tels que Zeïibniz, Z°.#/6pital, Zernoulli, #uler et Zagrange. Quelques 
années plus tard, ils furent rejoints par Zaplace, Fourier, bel, Zouville, Ziemann, Frunewald, 
Letnikoff, #/adamard, Ziess et plusieurs autres. 

Ross à organisé la première conférence sur le calcul fractionnaire à l’Université de New Haven en juin 
1974 et a publié ses actes [56]. Par la suite, .7’panier publié la première monographie consacrée au 
calcul fractionnaire en 1974 [52]. La recherche encyclopédique exceptionnellement détaillée de /amko, 
A bas et .#arichev, a été publiée en russe en 1987 et en anglais en 1993. 

Le passage des formulations mathématiques pures aux applications a commencé à émerger depuis 
les années 1990, où les équations différentielles fractionnaires sont apparues dans plusieurs domaines 


tels que la physique, l'ingénierie, la biologie, la mécanique, etc. Pour plus de détails sur les travaux 
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fondamentaux concernant divers aspects du calcul fractionnaire et les considérations physiques 
fondamentaux en faveur de l’utilisation de modèles basés sur des dérivées d’ordre non entier, nous 
renvoyons à la monographie de Zagley [4], éngeita, Æilfer [26], Æhare, #Xilbas [35], .#agin [42], 
M ainardi, Willer, Zoss [16], .Wishitomo [50], Sldham [51], Cldham et .7/panier [52], Zetras, 
Podlubny [54], Sabatier et al.[57], ainsi que les références qui s’y trouvent. 

Récemment, les équations différentielles d’ordre fractionnaire se sont révélées être un outil efficace 
pour modéliser de multiples phénomènes dans divers domaines de la science et de l'ingénierie, tels que 
l’électrochimie, l’électromagnétisme, la viscoélasticité, l’économie, etc. Les dérivés fractionnaires sont 
un excellent moyen de comprendre la mémoire et les propriétés génétiques de différents matériaux 
et processus. C’est le principal avantage des dérivées fractionnaires par rapport aux dérivées 
conventionnelles d'ordre entier. 

Les travaux principalement consacrés aux équations aux dérivées fractionnaires sont ceux de .#iller et 
Ross(1993) [46], de Zodlubny (1999) [54], de #’ilbas et al. (2006) [35], Ziethelm (2010) [21], Grtigueira 
(2011), Zbbas et al. (2012) [2], et par Zaleanu et al (2012) [5]. 

Il existe plusieurs définitions concurrentes des dérivées fractionnaires et des intégrales. Certains 
d’entre eux comprennent, Riemann-Liouville, Caputo, Weyl, Hadamard, Met, Hilfer, v-Hilfer, 
(k,v)-Hilfer. 

Point Fixe 

Au cours des 80 dernières années environ, la théorie des points fixes s’est révélée être un outil très 
puissant et important dans l’étude des phénomènes non linéaires. La théorie du point fixe joue un 
rôle important dans l’analyse fonctionnelle, la théorie de l’approximation, les équations différentielles 
et les applications. Les fameux théorèmes du point fixe incluent le théorème de Banach. 

La théorie elle-même est un beau mélange d’analyse, de topologie et de géométrie. La théorie du point 
fixe fournit les outils, permettant d'établir des théorèmes d’existence pour de nombreux problèmes non 
linéaires différents. Les théorèmes de point fixe reposent souvent sur certaines propriétés, telles que 
la continuité complète, la monotonie, la contraction, etc. 

Le sujet de la théorie du point fixe est devenu un domaine important des mathématiques, en raison 
de son ample utilité dans d’autres domaines des mathématiques, notamment les équations différentielles 
ordinaires, les équations aux dérivées fractionnaires et les équations intégrales. Dans notre travail, nous 
utiliserons des théorèmes de points fixes pour démontrer l’existence et l’unicité des solutions de 
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certains problèmes, que nous présenterons ultérieurement. Pour établir l'existence des solutions, nous 
utiliserons le théorème du point fixe de Schauder, ainsi que le principe de contraction de Banach 
pour garantir l’unicité. 

Contrôlabilité 

Si un système dynamique est contrôlé par des médias appropriés pour obtenir l’état souhaité, il est 
alors appelé un système de contrôle. Il existe plusieurs systèmes de contrôle artificiels simples et com- 
plexes dans notre vie quotidienne, tels que les climatiseurs automatiques, chauffe-eau automatique, 
machine à laver, missiles, etc. 

La contrôlabilité est un problème mathématique qui analyse la possibilité de faire passer un système 
d’un état initial arbitraire à un état final arbitraire, à l’aide d’un ensemble de contrôles admissibles. 

La contrôlabilité est également un domaine d’étude important dans la théorie du contrôle. 

Le concept de contrôlabilité est l’un des concepts fondamentaux de la théorie mathématique du 
contrôle, introduit par .Æ#alman en 1960, qui a conduit à des conclusions très importantes 
concernant les systèmes dynamiques linéaires et non linéaires. De nombreux problèmes scientifiques 
et techniques sont de nature non linéaire et peuvent être décrits dans des espaces de dimension 
infinie. L'étude des résultats de contrôlabilité des systèmes de contrôle dans des espaces de 
dimension infinie est donc très importante. 

La contrôlabilité des systèmes non linéaires dans un espace de dimension finie a été étudiée de manière 
approfondie par de nombreux auteurs, qui ont étendu le concept de contrôlabilité aux systèmes de 
dimension infinie et ont établi des conditions suffisantes, pour la contrôlabilité des systèmes non linéaires 
dans des espaces abstraits. Parmi les différentes approches de l'étude de la contrôlabilité des systèmes 
non linéaires, les techniques du point fixe ont été utilisées efficacement pour ces systèmes. Dans la 
méthode du point fixe, le problème de contrôlabilité est transformé en un problème de point fixe pour un 
opérateur non linéaire approprié dans un espace fonctionnel. 

Il existe différents concepts de contrôlabilité, notamment la contrôlabilité approchée, la 


contrôlabilité exacte, la contrôlabilité nulle et enfin la contrôlabilité trajectoire. 


Dans le chapitre 1, nous exposons les résultats préliminaires et les bases nécessaires pour la réalisation 
de cette thèse. Dans la première section, nous introduisons les définitions des espaces fonctionnels 


utilisées dans cette étude. La deuxième section présente les concepts fondamentaux de la théorie du 


Systèmes de contrôle d'évolution d'ordres fractionnaires et leurs applications 12 


CONTENUS 


calcul fractionnaire, en exposant leurs propriétés nécessaires ainsi que les relations entre eux, qui ont 
grandement contribué à ce travail. Ensuite, dans la troisième section, nous abordons la définition des 
semi-groupes et certaines théories et propriétés qui leur sont associées. Enfin, nous présentons 
quelques théories, dont la théorie des points fixes qui est à la base de cette étude. 

Dans le chapitre 2, nous avons étudié la contrôlabilité approchée d’une nouvelle classe d’ équations 
intégro-différentielles v-Hilfer fractionnaires rétrogrades perturbées, de type Sobolev avec des cond- 
itions non locales v-fractionnaires. Nous avons établi un nouvel ensemble de conditions suffisantes, en 
utilisant la théorie des semi-groupes, le calcul v-Hilfer fractionnaire et le théorème du point fixe de 
Schauder. Les résultats ont été obtenus en supposant que le système linéaire rétrograde v-fractionnaire 
associé, est approximativement contrôlable. Enfin, un exemple est donné pour illustrer les résultats 
obtenus. 

Dans le chapitre 3, nous abordons la contrôlabilité nulle exacte pour une autre classe d’équa- 
tions intégro-différentielles fractionnaires implicites non local de type v-Hilfer. Les résultats sont 
obtenus en utilisant la théorie des semi-groupes, le calcul v-Hilfer fractionnaire et le théorème du 
point fixe de Banach. Enfin, nous fournissons un exemple pour illustrer l’applicabilité de nos 
résultats. 

À la fin, nous étudions la contrôlabilité de trajectoire d’une nouvelle classe d'équations intégro- 
différentielles fractionnaires neutres de type Sobolev non locales (k,v)-Hilfer. Les résultats sont obtenus 
en utilisant des idées issues de la théorie des semi-groupes, du calcul (k,v)-Hilfer fractionnaire, de 
la puissance fractionnaire des opérateurs et de l’inégalité de Gronwall. Enfin, nous avons donné un 


exemple pour valider l’application des résultats obtenus. 
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Dans ce chapitre, nous présentons des notations mathématiques nécessaires et des concepts, dont nous 


avons besoin dans les chapitres suivants. Nous examinons quelques propriétés essentielles des 


opérateurs différentiels fractionnaires. Nous passons également en revue certaines des propriétés de 


base des théorèmes de semi-groupe et de point fixe, qui sont cruciales dans nos résultats concernant 


les équations différentielles fractionnaires. 
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LE 


Espaces fonctionnels 
1.1 Espaces fonctionnels 


Soit J = [a,b] (—-oo < a < b < +), un intervalle fini ou infini, sur l’axe réel R. 


1.1.1 Espace Complet, Espace de Banach et Espace de Hilbert 


Définition 1.1.1. 
Soit (ÆX;]|.]) un espace vectoriel normé. On dit qu'une suite (ïn)nen d'éléments de X est de 


Cauchy si, 


Ve > O, no > 0, Vp,q > no, Cp — Tall <E. 


Définition 1.1.2. 
On dit que X est complet pour la norme ||.||, si toute suite de Cauchy dans X est convergente. 


Un tel espace est aussi appelé espace de Banach. 


Définition 1.1.3. 


Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien complet, c’est à-dire un espace de Banach muni 


de la norme ||.|, qui est associée à un produit scalaire. 


xl = V<x,x >. 


Exemple 1.1.1. 


e L'espace euclidien R° muni du produit scalaire usuel. 


e L'espace de suites l?, constitué des suites (z,)hnen de nombres complexes telles que 


CO 
€ Zn: Wn >= ) ZnWn- 


n=0 


e L'espace L?(T) des fonctions de TJ à valeurs dans R et de carré intégrable, avec la conventio 


deux fonctions égales presque partout sont égales, muni de 
b 
<ho>= | Hob(odr 
a 


1.1.2 Espaces des fonctions intégrables de Lebesgue L? 


Notons L!(7,R) l’espace de Banach des fonctions b Lebesgue intégrables muni de la norme 


Blu: = L Ib(#)ldt. 
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1.1. Espaces fonctionnels 1 


Définition 1.1.4. 


Soit 1 < p < co, nous définissons 


(7) = À b:T—R HB est mesurable et bPeLH(r)}, 


lol» = (nova) 


QUEC 


où ||.], est la norme associée à LP. 


Définition 1.1.5. 


Nous fixons, 


1 (9) = | b:T—RIh est mesurable et il existe une constante lu, telleque |b(x)| <u p.p sur Q } 
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Il = bles = in { Do Role 7). 


Théorème 1.1.1. ( L’inégalité de Hôlder) 


Supposons que f € LP(T), b € LI(T) avec 1 < p < © et : + . = 1, alors, fh € L(T) et 


Lienci< ([ nor)" ( FL ben) 


1.1.3 Espace de fonctions continues 


Définition 1.1.6. 


Soit T un intervalle de R, on définit respectivemment C'(T), C'(T), n EN et C°(T) par 


C(T)={ b:T—R continue}, 


C'(T)={ bec (JT): Bb eC(T)} 


(I) = ACT), 


muni de la norme 


Ibllerçn = DC IB Ier = D mar|b (D. 
i=1 u=1l 
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1.1. Espaces fonctionnels 


1.1.4 Espace de fonctions absolument continues 


Définition 1.1.7. 
Soit T un intervalle fini de R, on note par AC!(T) l’espace des fonctions absoläment continues 


qui s'expriment sous la forme, 


be ACT) & b(t) = b(a) +] b'(s)ds, te T. (1.1) 


Pour n > 2, nous notons par AC"(T) l’espace des fonctions b : J — C, telles que b() e CT), 
= 1,...,n—1et bit e ACT). 
Lemme 1.1.1. 


Une fonction h € AC"(T), si et seulement si elle s'écrit sous la forme 


21 HO (a 
b(#) = = / (£— 5)" 1h) (s)ds + > À 4 a), tes (1.2) 


e Sin —1, on notera AC!(7) par AC(T). 
1.1.5 Espace de fonctions continues à poids 


Définition 1.1.8. /67] 
Soit T un intervalle fini et v(t) est une fonction monotone croissante et positive sur J, dans lequel 


u(t) Æ£ 0. L'espace de poids C1-\u(T,*) des fonctions continues b est défini comme suit, 
Ci-xu(T, #) = { b(t):T—X; (u(t) — u(a)}!—Àb(#) EC(T,#), O<1-X1< 1}. 
l’espace Ci-\u(T,%) est un espace de Banach, muni de la norme 


ble. = max I(u(E) — u(a)) —"6(#)|, 


en particulier on a, 


* Ciau(T, #) = Ci T, #), si u(t) = t. 


*  Ciau(T, 4) = CT, #), si u(t) =tet À = 1. 
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1.2. Théorie des opérateurs 


Définition 1.1.9. /67] 


L'espace de poids En *) de la fonction h sur T, est défini par 


Cixu(T, €) = { b:T x bÉectTUT,*) bec: au(T,#), 0 <1—À< 1} 


avec la norme, 


bles. «7,200 = DIE llce7.a) +18 x 7.2): 
i=0 


En particulier, sin = 0, on a Et seb) = Cole). 


1.2 Théorie des opérateurs 


On note par |.||x et ||]; les normes respectivement sur les espaces de Banach # et y. 


1.2.1 Opérateurs linéaires et bornés 


Un opérateur # : D(#) € Æ — V est dit linéaire, s’il vérifie la condition suivante [24] : 


Ya + B0) = ap(r)+By(0), Vo,deX et a,BER(ou C). 


On dit que Ÿ est borné (ou continu) sur D(#) = #, s’il existe une constante positive € telle que, 


VUE X, [b(V)|y < élolIx. 


La norme ||.|| de l’opérateur # est définie par 


fo = sup PO. 


lelo  Tllx 


On va établir quelques définitions importantes et notations supplémentaires, à savoir 


*  D(#) est dense si D(v 


= #. 


— 


* Noyau de 4 = M(4) = { x € D(vy), ér=0}. 


* Graphique de d = G(Ÿ) 


Il 
= 
& 
= 
& 

m 
2 
_ 
—— 
A] 

à 
x 
< 


* Image de Ÿ = Img(v) 


Ill 
mt 
Led 
m 
Le 
LL 
8 
m 
= 
Le 
Il 
<= 
8 
= 


Systèmes de contrôle d'évolution d'ordres fractionnaires et leurs applications 


18 


1.2. Théorie des opérateurs 


Théorème 1.2.1. 


Soit D: (X,1|.]x) — (V,{l.|») un opérateur linéaire, alors, les affirmations suivantes sont équivalentes, 


1. d est continue sur tout X. 
2. d est continue en 0. 


3. 1 est borné. 


Théorème 1.2.2. 


L'espace linéaire L(X,Y) des opérateurs linéaires bornés de X dans Y est un espace de Banach. 


1.2.2 Opérateurs compacts 


Définition 1.2.1. 


Un opérateur borné d € L(X,Y) est dit compact, si W(Bx) a une fermeture compacte dans Y ( pour 
la topologie forte). 
L'ensemble de tous les opérateurs compacts de 4 dans Y est noté K(4,Y), pour simplifier, on écrit 


K(X) = K(X,#). 


Théorème 1.2.3. 
L'ensemble K(X,Y) est un sous-espace vectoriel fermé de L(X,Y) ( pour la topologie associée à la 


norme L(X, y)). 


Proposition 1.2.1. 


Sid ou d est compact, alors la composée do est compacte. 


Théorème 1.2.4. 


Soit 1 un opérateur compact sur H, alors I — 4 est inversible si et seulement si I — 4 est injective. 


1.2.3 Opérateur contractant 


Soient (#;]|.|), un espace vectoriel normé et Ÿ un opérateur borné, l’opérateur 4# est dit opérateur 


contractant, s’il existe une constante positive Ç €]0, 1[ telle que 


Vdi, 02 € X;  |b(v1) — p(02)| < (T1 — Di]. 
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1.3. Fonctions spéciales 


1.2.4 Opérateur fermé 


Définition 1.2.2. 


Un opérateur % : D(Y) € Æ — Y est dit fermé si son graphe 


G(Ÿ) = {(x,vz) EX XV] x E D(Y)}, 
est fermé dans X x y. 


Autrement dit, d est fermé si, pour toute suite x, de D(#) telle que x, — x dans # et dtn — y 


dans V, on a x € D(v) et dx = y. 
1.2.5 Opérateur m-dissipatif 


Définition 1.2.3. 


Un opérateur (#,D(#)), linéaire non borné dans X, est dissipatif si 


Vx € D(#), VA > 0, [Az — px Z AÏx||. 


Définition 1.2.4. 


Un opérateur (,D(#)), linéaire non borné dans X, est m-dissipatif si 


1. d est dissipatif, 


2. VfEX, VA>O0, 2x Ee D(Y) telque Àx — dx = f. 
1.3 Fonctions spéciales 


1.3.1 La fonction Gamma 


La fonction Gamma d’Euler notée l'(p) représente une des fonctions de base du calcul fractionnaire, 


elle généralise la factorielle n! et permet à n de prendre également des valeurs non entières et même 


complexes. 


Définition 1.3.1. /5/] 
La fonction Gamma est une fonction strictement décroissante pour 0 < p < 1, elle est définie par 


l’intégrale, 


+00 
T(p) = | e tt ldt, Re(p)>0, pecC, 
0 


où parfois 
+00 5 
T(p) = 2 | e tt#P-1dt, Re(p) >0, 
0 
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1.3. Fonctions spéciales 


en particulier on à, 


* T(n+1)=n!, VneN. {La fonction Gamma d’Euler généralise la factorielle ) 


Théorème 1.3.1. 


Si p > 0, alors T(p +1) = pl (p). 


Théorème 1.3.2. 


Soit 0 < p <1. Alors, 


Pb) (1 — ») = 


SinTp 
Remarque 1.3.1. 
La fonction Gamma peut être représentée aussi par la limite 


Li nin? 
im 
n+00 p(p + 1)...(p+n) 


T(p) = 


1 


où nous supposons que Re(p) > 0. 


1.3.2 La fonction k-Gamma 


En 2007, Diaz et Pariguan [18] définissent la fonction k-Gamma de la manière suivante: 


Définition 1.3.2. /15] 


Pour p € € avec Re(p) > 0 etk > 0, la fonction k-Gamma ( notée T'x(.) ), est défini par 


OO 4k 
Tx(p) = / le *% dt. 
0 


e Propriétés de la fonction k-Gamma [Is] 


* Tk(o) =kKTIT(E), 
x  Lx(p+k) = plx(p), 


* TKk(k)=1, avec k>0. 
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1.3. Fonctions spéciales 


Remarque 1.3.2. 


Lorsque k — 1, alors L'x(p) — T(p). 


1.3.3 La fonction Bêta 

Une autre fonction spéciale étroitement liée à la fonction Gamma, est la fonction Bêta. Cette fonction 
joue un rôle important, notamment en combinaison avec la fonction Gamma. Elle possède une représen- 
tation intégrale simple et utile. 
Définition 1.3.3. 


La fonction Bêta est donnée par, 


1 
B(p, 0) =. #7"(1—t)9 ‘dt, Re(p) > 0, Re(o) > 0 
0 


[CE] 


— sin(t)P" Lcos(t)?2 dt. 
0 


Remarque 1.3.3. 


La relation entre les fonction spéciales let Z est donnée par, 


T(p)T(e) 


———° = B(0,p), Vp,o€EC: Re(p)>0, Re(o) > 0. 
PE (ep), Vp,o (p) (0) 


B(p, 0) = 


1.3.4 La fonction k-Bêta 
Définition 1.3.4. /15] 


Soient p, 0 € € avec Re(p) > 0 et Re(o) > 0, alors, la fonction k-Bêta (ac o)) est définie par, 


Remarque 1.3.4. 


Notons que la fonction Bêta et la fonction k-Bêta ont la relation suivante: 


l 6 0 
BK(p, 0) — KP D 


De plus, la fonction k-Bêta et la fonction k-Gamma ont la relation suivante: 


_ Tx(p)TK (0) 
BK (P, 0) = Prod): 
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1.4. Éléments de la théorie du calcul fractionnaire 


1.4 Éléments de la théorie du calcul fractionnaire 


Dans cette section, nous rappelons quelques définitions, lemmes et théorèmes liés aux opérateurs 


intégraux fractionnaires et différentiels fractionnaires, qui seront utilisés tout au long de cette thèse. 


Depuis le début du calcul fractionnaire en [10] 1695, il existe de nombreuses définitions des intégrales 


et des dérivées fractionnaires. Nous mentionnons quelques unes, notamment 


1.4.1 Quelques Intégrales fractionnaires 


Définition 1.4.1. 
L'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'ordre p > 0 d’une fonction h € L'(TJ,R), 


est formellement définie par, 


Définition 1.4.2. //5] 
Soit bE LI(JT,R) tk; pER:, alors, l'intégrale fractionnaire k-Riemann-Liouville d'ordre p de 


la fonction b, est donnée par 


où T'Kk(.) est la fonction k-Gamma. 


Soit J = [a,b] C R}+ avec (0 < a < b < œ) un intervalle fini et v € C(T,R) une fonction crois- 


sante avec v(t) £ 0 pour tout { € JT. 


Définition 1.4.3. /55] 
Soit b une fonction intégrable définie sur TJ, alors, l'intégrale fractionnaire au sens de v-Riemann- 


Liouville d'ordre p > 0 (pb ER) de la fonction b est donnée par, 


DPb(t) = Fo | v'(s)(u(t) — v(s)) 1 H(s)ds, (15) 


où l'(.) est la fonction Gamma d’Euler. 
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1.4. Éléments de la théorie du calcul fractionnaire 


Lemme 1.4.1. /67] 


Soient y, p > 0, alors pour toute h € L!'(R:), on a 


DVD be) = TP Vp(E); VE Ra. 


De plus on a, 


Lemme 1.4.2. 


Soitn—-1<A<net be CT), alors 


Tax (a) = lim IE (t)=0, n—-1<À<p. 


Lemme 1.4.3. /66] 
Soit p>0,0<X<1, alors, 37} est bornné de Cxu(T) dans Cxu(T). De plus, si À < p, alors 


57% est borné de Cu (TJ) dans C(T,R). 


a 


Définition 1.4.4. 
Soit bE LIT) etkE R:, alors, l'intégrale (k,v)-Riemann-Liouville fractionnaire d'ordre p > 0 


(p ER) de la fonction b, est donné par 


MATUE IPOCOPOIECT (16) 


où l'x(.) est la fonction k-Gamma. 


Théorème 1.4.1. /26] 


Soient p,k ER}, alors, 


BR: 
k 


 mRIU ne : : ; 
où J+ est l'intégrale fractionnaire v-Hilfer. 


Lemme 1.4.4. 
Les propriétés suivantes de l'intégrale fractionnaire par rapport à une autre fonction v sont 


valables, à savoir 


1. L'opérateur intégral KF7 est linéaire. 
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1.4. Éléments de la théorie du calcul fractionnaire 
p,Ù 


2. La propriété de semi-groupe de l’opérateur d'intégration fractionnaire {5,7} est donné par le résultat 


suivant : 


KIGEKIIE D(E) = «ICE DE), p,7 > 0, 


elle est valable en tout point si b € Cru (T,R), en plus elle est valable presque partout si 
be L'!(Z,R). 


3. La commutativité est vérifiée, en effet 


ae (ar) = (art )ot ar >0 
4. L'opérateur d'intégration fractionnaire k35% est borné de C\u(T,R) à Ciu(T,R). 


Lemme 1.4.5. /61] 


Soit 0 <a<b<o,p>0,0<AÀ<1,k>0, eb EC; (TR). Si £ > 1— À, alors 


kI7°b(a) = lim RE DC) = (0. 
t—at 


Lemme 1.4.6. (/26], [60], [67]) 


Soient p,kER}, et ER tel que à > —1, alors, 


LG) — (a) (D = RE (u(0 — ua) 1 
Si>0etk=1, on obtient 
(A) 


(LOT 


1.4.2 Quelques notions de dérivées fractionnaires 


Définition 1.4.5. /7] 
Pour p>0etn—1< p<n, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d'ordre 


p d’une fonction b intégrable sur [a,t], est formellement définie par 


RL D? b(D) = (+) 29000) = () [eos (1.7 
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1.4. Éléments de la théorie du calcul fractionnaire 


Remarque 1.4.1. 
Notons que la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville coïncide avec la dérivée ordinaire 


lorsque p est un nombre naturel non nul. 


Définition 1.4.6. 
Soit be L'(T,R) etk,p E R:, alors, la dérivée fractionnaire au sens k-Riemann-Liouville 


d'ordre p de la fonction b, est donnée par 


(1.8) 
où [f] désigne la partie entière de ?. 
Définition 1.4.7. /7] 
La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre p € R+ d’une fonction b, est donnée par 
CoP P l ‘ 1p(n) 
DE b(t) = 7: (D"b(t =] t— 8)" PIE) (s)ds, 1.9 
400 = TD") = pr [ E- 5) (9) (1.9) 
avec n—-1l<p<n, ne N*. 
Définition 1.4.8. //°] 
La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer d'ordre 0 < p < 1 et0 < po <1 de la fonction 
b:{a,+co) —R ,est définie par 
coUi-p) à L(1—0)(1— 
Doeb(t) = 7077) Go a, (1.10) 


dt ® 


Remarque 1.4.2. 
La dérivée fractionnaire au sens de Hilfer peut être vue comme une interpolation entre les dérivées de 


Riemann-Liouville et de Caputo. 


1. Pour o=0, 0 < p <1, la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer coincide avec la dérivée 


fractionnaire classique au sens de Riemann-Liouville 


DA HE) = PE) = 264000). 
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1.4. Éléments de la théorie du calcul fractionnaire 


2. Pour po =1, 0 < p <1, la dérivée fractionnaire au sens de Hilfer coincide avec la dérivée 


fractionnaire classique au sens de Caputo. 


Avec la large expansion des définitions des intégrales fractionnaires et des dérivées, il était nécessaire 
d'introduire le concept d’une dérivée fractionnaire d’une fonction b par rapport à une autre fonction. 


Nous présentons la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, telle que définie dans [35]. 


Définition 1.4.9. /25] 
Soit v(t) £ 0, —-o<a<b<+owetp>0,n EN. Les dérivées de Riemann-Liouville d'ordre 


p d’une fonction b par rapport à v, sont définies comme suit, 


.  . 
DO = () 27000) 


= Go) [O6 o qu) 


où n= {[p] +1. 


Récemment, Almeida [3] a proposé une nouvelle dérivée fractionnaire appelée dérivée v-Caputo, basée 


sur la dérivée de Caputo, définie de la manière suivante: 


Définition 1.4.10. /5] 
Soit p>0,nEN, J = /[a,b] avec —-o < a < b < +o et b,u E C'(T,R) deux fonctions telles 
que v est croissante et v(t) £ 0, pour toutt ET. 


La dérivée fractionnaire v-Caputo de b d'ordre p est donnée par, 


Contot =" (Er ) 90 (19) 


e La relation entre la dérivée fractionnaire de v-Caputo et de v-Riemann-Liouville sur L’intervalle 
R} est décrite par le théorème suivant : 
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1.4. Éléments de la théorie du calcul fractionnaire 


Théorème 1.4.2. Sih € C'(T,R) et p > 0, alors, 


FDét DE) = D D(E) D = v(a))bÉl(a) | : (1:13) 


Bien que ces définitions soient très générales, il existe un autre facteur qui unifie les éléments ci- 
dessus et peut combiner de nombreuses définitions. Ce facteur est la différentielle fractionnaire 


d’une fonction par rapport à une autre fonction v, appelée dérivée de v-Hilfer. 


Définition 1.4.11. /67] 
Soitn—1<p<n,(n=f[p] +1), et b,ue C'(T,R) deux fonctions telles que v est croissante 
et u(t) £ 0 pour toutt ET. 


Alors, la dérivée fractionnaire v-Hilfer de fonction b d'ordre p et de type 0 < o < 1, est définie par 


v Cu v 1 d Le —o)(n—p);v 
Rio b(t) = p); (53) do e)(n—p) b(t). (1.14) 


La dérivée fractionnaire v-Hilfer, telle que définie ci-dessus, peut s’écrire sous la forme suivante: 


> mp À: 
FDA RD) = Tax" Dar b(E), 
avec, À = p + o(n — p). 


Théorème 1.4.3. /07] 
Les dérivées fractionnaires v-Hilfer, sont des opérateurs bornés pour tout n —1 <p<net0<o<l, 


donnés par 


FD bles. < Kllbllcs,; 


Corollaire 1.4.1. /67] 


Soit o> petn—-1<p<n (où n est un nombre entier ), supposons que v'(t) > 0, alors, 


DE TEPD(E) = 76e" "b(e) 
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1.4. Éléments de la théorie du calcul fractionnaire 


Théorème 1.4.4. /67] 
Soit bE C'(T,R), p > 0, et0 < po < 1, nous avons 
FDSE TRE DE) = b(t). 


Théorème 1.4.5. /67] 


SibE CT R;n-1<p<n,0<o<1let \=p+p(n—p), alors 


n : Ne 
gp p(e) = H(a) — 32 MOOD pe (a) (15) 
s=1 


pour tout t E JT, où pll(4) = (454) be). 


En plus, pour 0 < p < 1, on a la relation suivante: 


A DS A Lea 1 (à _ b(#) (u(t) En va ua» 


ave O<A<1leteT. 


Remarque 1.4.3. L'opérateur FDP®" est réduit à : 

* La dérivée fractionnaire de Hilfer lorsque v(t) — t [26]. 

* La dérivée fractionnaire de Hilfer-Hadamard lorsque v(t) — logt [29]. 

* La dérivée fractionnaire de Hilfer-Katugampola lorsque v(t) — t*, & > 0 [26]. 
* La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville quand v(t) — t, o — 0 [35]. 

* La dérivée fractionnaire de Caputo lorsque v(t) — t, o — 1 [55]. 

* La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville généralisé lorsque o — 0 [35]. 


+ La dérivée fractionnaire Caputo généralisé lorsque 0 — 1 [5]. 


Enfin, une large classe de coefficients fractionnaires, est couverte par la dérivée fractionnaire (k, v)- 


Hilfer dont la définition est donnée par 


Définition 1.4.12. /26] 
Soit p,k E R+ = (0,00), b € (0,1), ue C'(T,R) (nEN), u(t) £0,t1E TJ etbhE C'(J,R), 


alors, la dérivée fractionnaire (k,v)-Hilfer d’une fonction b d'ordre p et de type o, est définie par 
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1.4. Éléments de la théorie du calcul fractionnaire 


ÉTAT TO ET no ( 4) (irisprateas (9 


7e o(kn—p);v van (en) (#), (1.16) 


où = (54) NS 


Théorème 1.4.6. /56] 
Soient p,kER} eto€ (0,1), alors, 
DCR DCE) = ÉD HO), be CT), 


2 
\ £,o,v Ps . : ; 
où Eee est la dérivée fractionnaire v-Hilfer. 


Remarque 1.4.4. { [36], [11], [5/]) 
La dérivée fractionnaire (k,v)-Hilfer se réduit à (k,v)-Riemman-Liouville lorsque o = 0, de (k,v)- 
Caputo quand o = 1, de v-Hilfer quand k = 1, de k-Hilfer quand v(t) = t, de k-Hüfer-Katugampola 


quand v(t) = t?, de k-Hilfer-Hadamard quand v(t) = logt et de Hilfer lorsque v(t) = t etk=1. 


Théorème 1.4.7. /60] 


Supposons que hb € C'(T,R),n-1<£<n,0<o<letk>0, alors 


PvP SCOR OT ETES 
TER DRE O0 = BC) D np Dj er HA) te T (1.17) 


i=1 


où À = L(o(nk — p) + p), 6h = (% +) 


De plus, sin = 1, nous avons 


KL EDP p(t) _ b(t) (u(t) Eu v(a))*-1 TU RIVE (a). 


at k 


Corollaire 1.4.2. 
Soit o>p,n-1<p<nineN)etkeR}. 


Supposons que v'(t) > 0, alors 
ÉDUE TG DCE) = Ter 7H). 


Théorème 1.4.8. /61] 


Soient p,kER}, n = el , alors, pour h € C'(T,R), nous avons 


(aonerions) (9 = 660 
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1.5. Transformation de Laplace 


Lemme 1.4.7. ( [36], /60]) 


Soient p,0,kER}, et }ER tel que à > —1, alors, 


Dar (u(x) — v(a)) 


Si ER} etk=1, on trouve 


Due) — (D = RE (UD ua, 
HO (u(x) — v(a)) "1(#) = ro — y(a)) "1, 


Lemme 1.4.8. ( {61}, [65]) 


Soit t>0,p>0,0<o<1etk>0, alors pour 0 <À<1; À = E(o(k—p)+p), on a 


Sik = 1, on trouve 


1.5 Transformation de Laplace 


La transformée de Laplace classique, notée £, joue un rôle important dans la résolution des équations 


différentielles ordinaires et fractionnaires. 


Définition 1.5.1. 


Soit h € L!(0,c), la transformée de Laplace de la fonction b(t) s'exprime comme suit 


sb == Î be rio à 
Définition 1.5.2. /25] 
Soient b,u:T—R des fonctions à valeurs réelles, telles que v(t) est continue et v'(t) > 0 sur JT. 
La transformée de Laplace généralisée de h est notée 


+00 
L (HO) = F(s) = | OU) p(sh/ (dd, pour tout s. 


a 
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1.5. Transformation de Laplace 


Lemme 1.5.1. /25] 


Supposons que 0 < p<1 et0 <o< 1, b est continue sur chaque intervalle [0;t] et u(t)-d’ordre 
ee, 


& 2,450 }0 


exponentiel, alors 
(s) = s/2,{b(#)} — s°—"b(0) 


Go 2,{#opt"n() 


+00 


Définition 1.5.3. /6] 
Soient b,u:T—R, des fonctions à valeurs réelles, telles que v(t) est continue et v'(t) > 0 sur 
e% K(u(t)—v(a)) b(t)v'(t)dt 


JT. Soit également y,k > 0, la (k,v)-transformée de Laplace généralisée de b, est définie comme suit 


OH = 669 = f 
+v(o)) }eo 


1 2 t 
eff 


ki x 


pour tout s, £(b) est la transformée de Laplace classique de 6. 


Soient y,k > 0 et h une fonction continue par morceaux sur chaque intervalle [a,t] et u(t)-d’ordre 


Lemme 1.5.2. /6] 
exponentiel, nous avons 
sU .U S 
nant 6(D( = 16) 
(x) k* 
# NN A LOHONR CT) er ù 
2 Le {e De p(0) }() = k? (sk 3) L__— ÿ (x +) Ca) | 
(se KE © 
Lemme 1.5.3. /6] 
Nous avons, les relations suivantes: 
L 8 > 0. 
s > 0, Re() > 0. 
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a+? 
 PKk(( + ak) 
(ski + )IHAkKA? 


2. «LI {(u(E) — v(a))*}(s) = 
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1.6. Rappel sur la théorie du semi-groupe 
1.6 Rappel sur la théorie du semi-groupe 


Dans cette section, nous présentons les principes fondamentaux de la théorie des semi-groupes, concepts 


qui seront utilisés tout au long de cette thèse. 


Considérons £L(X) l’espace des applications linéaires continues de l’espace de Banach % dans lui-même. 


Définition 1.6.1. 
Une famille à un paramètre V(t), 0 <t < oo, d'opérateurs dans L(X) est dite semi-groupe si 
(x) V(0) =I. (I est l’opérateur d'identité dans L(X)) 


(xx) V(p + 0) = V(p)V(o), pour tout p, 0 > 0. (propriété algébrique) 


Exemple 1.6.1. 
Soit X un espace de Banach, V € L(X), et xp € Æ. On considère un système différentiel défini 


comme 


la solution est donnée par 


(t) = roe V. 


Donc, le semi- group {V(t)}i>0 est bien défini est donnée par {V(t) = e }450. 


Définition 1.6.2. 

Soit {V(t)}4>0 un semi-groupe dans l’espace de Banach X. 

e Si{V(t)}1>0 satisfait 
lim V(® = 1 = 0; #> 0, 
t—0 

on dit que {V(t)}:>0 est un semi-groupe uniformément continu. 

e Si{V(t)}1>0 vérifié (propriété topologique) 
Vxe X lim|Vz - x] = 0, 

t—0 


on dit que {V(t)}:>0 est un semi-groupe fortement continu (ou de classe Co), ou simplement Co-semi- 


groupe. 
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1.6. Rappel sur la théorie du semi-groupe 


e Si{V(t)}1>0 satisfait 


VreX,Vr'eX!, lim|<Vr-x,x >|=0, 
t—0+ 


on dit que {V(t)}>0 est un semi-groupe faiblement continu. 


Définition 1.6.3. 


Soit {V(t)}:>0 un semi-groupe sur X. 


On pose D(V) — £ € À telque lim O x criste}, 
— 


où l'opérateur V : D(V) € Æ — %, donné par 


t = 
ps 


lim ; , pour æeD(V). 


Cet opérateur est appelé générateur infinitésimal de {V(t)}4>0-. 


Proposition 1.6.1. 


Soit V le générateur infinitisimal d’un Co-semi-groupe, alors, D(V) est un sous espace vectoriel 


dense dans X, (D(V) = x). 


Théorème 1.6.1. 
Un opérateur V est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe V(t) uniformement continu, 


si et seulement si V € L(X) et V(t) = etVÙ), 


Théorème 1.6.2. 
Si V(t) est un Co-semi-groupe compact pour t > to, alors V(t) est continu par rapport à la 


topologie uniforme des opérateurs pour t > to. 


Proposition 1.6.2. 


Soit V un générateur infinitésimal d’un semi-groupe {V(#) }>0. 


SixeD(V), alors V(t)x € D(V). 


De plus 
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Rappel sur la théorie du semi-groupe 


Remarque 1.6.1. 


e On voit que, V(t)D(V) CD(V);, vEe> O0. 


e Le générateur infinitisimal V est un opérateur fermé. 


Théorème 1.6.3. 


Soit V(t) un Co-semi-groupe. Il existe deux constantes À > 0 et À2 > 1 telles que, 


IVŒ)II< Ave tt, pour 0 <t< oo. 


Définition 1.6.4. 
Soit V(t) un Co-semi-groupe. 
Si, IVGI<1, VEZ0 (A2=1,A = 0), 


alors, V(t) est un Co-semi-groupe de contraction. 


Théorème 1.6.4. 
Soit V(t) et S(t) deux Co-semi-groupes, ayant le même générateur infinitésimal V, 
alors, on à 


V(t) = Gt); pour tout t>0. 


Théorème 1.6.5. 


Soit V(t) un Co-semi-groupe et soit V son générateur infinitésimal, alors, 
a) Pour $ € 


b) Pour pe X, vis V(r)pd € D(V) 


c) Pour ÿ € D(V), V(t)y € D(V) et, 


d)Pour 6 € , 
VE) — V(Li)e =) V(r)Vodr = VV(r)vdr. 
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1.7. Quelques théorèmes 


Définition 1.6.5. 


Soit À un opérateur linéaire fermé donné sur un espace de Banach X, l’ensemble des résolvantes 


est défini comme suit, p(V) = { a€eC/ (al—V}) existe et borne dans #}. 
Pour à € p(V}), la famille des opérateurs linéaires bornés R(a, V) = (al — V)-! est appelée la 


résolvante de V. 


Proposition 1.6.3. 


Soit V(.) un Co-semi-groupe engendré par V. 
Si pour certains a € € A(a)x = he e7#V{(i)xd, existe pour chaque x € X, 
alors a € p(V) et R(a) = Ra, V). 


1.7 Quelques théorèmes 


Théorème 1.7.1. ({ Hille- Yosida 1) 


Un opérateur linéaire non borné (V,D(V)) dans # est considéré comme le générateur infinitésimal 
d’un semi-groupe de contraction sur #, si et seulement si les conditions suivantes sont vérifées, 


1. V est fermé. 


2. D(V) est dense dans X. 


3. Pour chaque à > 0, l'opérateur (al — V) établit une bijection de D(V) dans X, et son inverse 


(al — V)-l est un opérateur borné sur X, qui satisfait 


Théorème 1.7.2. { Hille- Yosida 2) 
Un opérateur linéaire non borné (V, D(V)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de 


contraction sur À, si et seulement si V est m-dissipatif et possède un domaine dense dans X. 
Proposition 1.7.1. Pour toutneNetaecC, si A1 < Re(a), alors 


R(a, V)" = : ï [ en IV(i)dt, a € p(V). 


(n—1 


De plus, 
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1.7. Quelques théorèmes 


1.7.1  Théorèmes du point fixe 


Les théorèmes du point fixe, consistent à reformuler le problème initial sous la forme d’une équation 


æ = (x), offrant ainsi des conditions générales, applicables pour la validité de cette équation. 


Définition 1.7.1. 

Considérons X, un espace vectoriel normé avec une norme ||.|| et & une application de X dans 

lui-même. Un point x € X est défini comme un point fire de @ s’il satisfait la condition suivante 
OT = %. 

Théorème 1.7.3. ( Point fixe de Banach ) 

Soit O un sous-ensemble fermé non vide d’un espace de Banach X. Alors, toute contraction % qui 


envoie © sur lui-même, possède un point fire unique. 


Théorème 1.7.4. ( Point fixe de Schauder (1930)) 
Soit X un espace de Banach, O un sous-ensemble convexe fermé borné de , et  : O — O une 


application continue et compacte. Alors, d possède au moins un point fixe dans ©. 


Théorème 1.7.5. ( Point fire de Schaefer) 
Soit X un espace de Banach et d : À — X un opérateur complètement continu. Si 


l’ensemble 


o={ xEX:x—=apx, pour certains ae (01)} 


est borné, alors d possède un point fire. 


Théorème 1.7.6. ( Point fixe de Krasnoselskii) 
Soit O un sous-ensemble fermé, convexe et non vide d’un espace de Banach #, Ÿ et & les opérateurs 


tels que 
1. Vr+oyeO pour tout x,yEe ©. 
2. d est continu et compact. 


3. ÿ est une application de contraction. 


Alors, il existe N € © tel que N = YN + ON. 
1.7.2 Présentation de la solution Douce ( Solution Mild) 


Cette section rappelle la résolution de l’équation différentielle linéaire fractionnaire. 


Le concept de solution douce peut être introduit pour analyser le problème à valeur initiale non homogène 
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1.8. Contrôlabilité en dimension infini 


suivant: 


cr =Va(t)+d(t, O<t<T, 
æ(0) =%x), TE, (1.18) 


où ® : [0, T] —+ X. 
Ci-dessous, nous introduisons la notion d’une solution douce. 
Définition 1.7.2. 
Soit V un générateur infinitésimal d’un Co-semi-groupe, noté {V(t)}:>0, agissant sur l’espace X. 
Supposons xo € X et P € L!([0, T], 4), où L!([0, T}, #) est l’espace des fonctions Bochner-intégrables 
sur l'intervalle [0, T] à valeurs dans X. La fonction x € C([0, T], #) est alors définie comme 
suit, 
t 
a(t) = V(t)xo + V(t—s)D(s)ds, 0O<t<T 


est la solution douce du problème (1.18) avec une condition initiale sur l'intervalle [0, T]. 


1.8  Contrôlabilité en dimension infini 


La contrôlabilité est l’un des aspects qualitatifs les plus importants d’un système dynamique. Le 
problème de la contrôlabilité pour prouver l’existence d’une fonction de contrôle, capable de conduire 
la solution du système de son état initial à un état final, où les états initiaux et finaux peuvent varier 


dans tout l’espace. 
Définition 1.8.1. 


Soient X et U, deux espace de Hilbert. Considérons le système dynamique suivant: 
z'(t) = Vr(t)+Bu(t), te [0,T] 


x(0) = %o, 20€ #, (1.19) 


pour une valeur T > 0 fixée, u € L?([0, T],4), l'opérateur V est un générateur infinitésimal d'un 
Co-semi-groupe V(.) dans X, et B représente un opérateur borné de U dans X, ( X est l’espace des 


états, et U l’espace des contrôles du système ). 


Nous savons que le problème (1.19) a une unique solution douce x = x(t; xo; u) € C([0, T], X), 


donné par 
t 
a(t; to; u) = V(t)xo + V(t—s)Bu(s)ds, te [0,T|. 
0 
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1.8. Contrôlabilité en dimension infini 


Définition 1.8.2. 
On dit que le contrôle u conduit l’état a à l’état b au temps T > 0, si 


x(T;a,u) = b. 


On peut également affirmer que l’état b est atteignable à partir de a au temps T. 


Définition 1.8.3. 
On dit que le système (1.19) est contrôlable au temps T > 0 si, pour tout 
a € À et tout bE X, il existe une fonction de contrôle u € L?(0, T;{) telle que, 


x(T;a,u) = b. 


On peut également affirmer que la paire (V, B) est contrôlable au temps T > 0. 
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Résultats de contrôlabilité pour des 
équations intégro-différentielles 
v-Hilfer fractionnaires rétrogrades 
perturbées de type Sobolev dans 
l’espace de Hilbert 
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2.1 Introduction 

La contrôlabilité approchée des systèmes de contrôle est plus adaptée à l’étude, car ses conditions 
sont généralement trés fortes dans des espaces de dimension infinie. Plusieurs auteurs ont étudié les 
problèmes de contrôlabilité dans différents types de systèmes non linéaires, voir ([45], [59], [75]) 


et leurs références. 
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DL. 


Introduction 


En 2014, Mophou [17] a étudié la contrôlabilité approchée de l'équation différentielle semi-linéaire 
fractionnaire rétrograde, au moyen d’une régularisation de type Tikhonov. 

En particulier, la contrôlabilité approchée des EDF de Hilfer dans différentes conditions, a été 
largement discutée. Mahmudov et al. [11], ont examiné la contrôlabilité exacte des EDF de Hilfer 
dans un espace de Hilbert, en supposant qu’un système linéaire associé à l’équation donnée est 
approximativement contrôlable. 

En 2017, Debbouche et Al. [17] et Du et al. [23], ont étudié la contrôlabilité approchée des EDF 
de Hilfer, ainsi que des EDF de Hilfer semi-linéaires, avec des inclusions de contrôle impulsif dans 
les espaces de Banach, respectivement. 

En 2018, Lv et Yang [41], ont étudié la contrôlabilité approchée des EDF de Hilfer neutres, 
en appliquant les techniques de la théorie de l’analyse stochastique et de la théorie des opérateurs de 
semi-groupe dans un espace de Hilbert. 

Dans des travaux récents, Bedi et al. [8], à l’aide du théorème du point fixe de Schauder et 
de la théorie des opérateurs presque sectoriels dans l’espace de Banach, ont discuté l’existence de 
solutions douces et de la contrôlabilité approchée des équations d'évolution fractionnaire de 
Hilfer, avec des opérateurs presque sectoriels et des conditions non locales. 

En 2021, Bora et Roy [10], ont discuté la contrôlabilité approchée pour une classe de système 
de contrôle fractionnaire avec semi-groupe analytique, régi par des équations différentielles comprenant 
des dérivées fractionnaires de Hilfer d'ordre 6 € (0,1) et de type 6 € [0,1], dans un espace de Banach. 

En 2021, Vijayakumar et al. [75], ont étudié les résultats de contrôlabilité approchée, pour les 
inclusions intégro-différentielles de type Sobolev avec un retard infini, en utilisant le théorème du point fixe 
de Bohnenblust-Karlin pour les applications multivaluées. 

En 2021, Dineshkumar et al. [22], ont examiné la contrôlabilité approchée des inclusions 
différentielles stochastiques fractionnaires neutres de Hilfer de type Sobolev, dans les espaces 
de Hilbert. 

Dans ce chapitre, nous étudions la contrôlabilité approchée d'équations intégro-différentielles 
rétrogrades perturbées de type Sobolev, avec condition non locale v-fractionnaire dans un espace 
de Hilbert. Un nouvel ensemble de conditions suffisantes est établi en utilisant la théorie de semi- 
groupe, le calcul v-Hilfer fractionnaire et le théorème du point fixe de Schauder. Les résultats sont 


obtenus sous l’hypothèse que le système linéaire rétrograde v-fractionnaire associé, est approximativement 
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2.2. Position de problème 


contrôlable. Enfin, un exemple est donné pour illustrer les résultats obtenus. 
2.2 Position de problème 


On considère une nouvelle classe d'équations intégro-différentielles v-Hilfer fractionnaires rétrogrades 


perturbées de type sobolev, avec condition non local v-fractionnaire, sous la forme 


HD [Ex (t)] = (V + AV)r(t) + Bu(t) +f(t,x(8), xt), ET = (0,7), 


JAP) e)v [Mx(t)], 7 — gx) = 27, 


où #DP:0:V est la dérivée fractionnaire au sens de v-Hilfer d’order à <p<l,detype0U<po<let 
0 <0<1. L'état x(.) prend ses valeurs dans un espace de Hilbert Æ. La fonction de controle u(t) 
est donnée dans { ( espace de contrôle), u € L?(T,U), et B : U — X est un opérateur linéaire borné. 
Les fonctions f : J x Æ x # + #,g:C(T,X) — Æ sont appropriées. On considère les opérateurs 
(V+AY)CX = X, E:D(E)CX -X,et M:D(X) C 4 - , qui vérifient les conditions 
suivantes : 
(A1) AY est un opérateur linéaire borné dans #. 


(42) E,(V + AY) et M sont des opérateurs linéaires fermés. 


(43) (M) CD(E) C D(V + AV), € et M sont bijectifs. 


(A4) Et: # = D(E)CXet Ml: # — D(M) C # sont des opérateurs linéaires, bornés 


et compacts. 


Lemme 2.2.1. {//5°]) 
Soit V le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique {S(t),t > 0} sur un espace de Hilbert 
Æ. Si AV est un opérateur linéaire borné sur X, alors (V + AY) est le générateur infinitésimal 


d’un semi-groupe analytique {S(t),t > 0}. 


Remarque 2.2.1. 
De (A4), nous déduisons que £! est un opérateur borné. Notons que (A4) implique aussi que € 
est fermé, car €! est fermé et injectif, alors son inverse est également fermé. Il ressort de (.A2) — (A4) 


et du théorème du graphe fermé que nous obtenons la caractère borné de l'opérateur linéaire (V + AV)E 


m 


: À = X, par conséquent, —(V + AV)E ! engendre un semi-groupe {60 = e-O+AVE TE 4 > o}. 
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2.2. Position de problème 


Nous considérons l’espace de poids C1-x4(7,*#) [67], l'espace de toutes fonctions continues définies par 
Ci-xu(T, #) = fs € (0,7] — 4; (u(t) — u(0))!f(#) € c(7.4)}, O<À=p+o(1—p)< 1. 


Il est clair que Ci est un espace de Banach, muni de la norme 


IfÎle:-. = marl(u(t) — v(0)) FO: 


Avant de commencer notre étude, nous avons rappelons quelques notations nécessaires, telles que 


No=|€ "|, Lo= AE |<oo, Co =|IM "|. 
me 


Et 
Kit) = F6 x(E), Pa(0), QU? = (u(#) — v(0)) À. 


D'’aprés les Définition 1.4.3, Définition 1.4.11 et Théorème 1.4.5, il est possible de reformuler 
le problème (2.1). Anssi nous obtenons après reformulation l'équation 
TJ 
a) v'(s)(u(s) — v(#))71 x [(V + AV)r(s) + Br(s) + Kô(x(s))|ds. (2.2) 
t 
Lemme 2.2.2. 
Si, 


QgfrPe-D(r t) 
F(o(1 — p) + p) 


x(t) = M xr + g(x)] 


il T 
- ee. E-o/(s)(u(s) — u(t)}-1 x |(V + AV)r(s) + Ba(s) + Ké(æ(s))|ds. 
Alors, on obtient, 
20 = $, (TOM ir + ge) + JP v'(s)(u(s) — v(D) IT, (6, JE (a(s))ds _ 
F LT v'(s)(u(s) — v(t))- LT, (E, s)Bu(s)ds. 


Démostration 2.2.1. 
La preuve est similaire à la preuve du Lemme 3 dans ({25]), on peut obtenir la résultat en 
effectuant les ajustements nécessaires ( transformation de laplace généralisée Définition 


1.5.2 ). 
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2.2. Position de problème 


Maintenant, nous allons présenter la définition de la solution douce ( Solution Mild ) 


Définition 2.2.1. 


Une solution x(.) = x(u)(.) € Ci-,u(7,%) est dite solution douce de (2.1) si, pour chaque 


fonction de contrôle u € L?(T,U), elle satisfait 
(D TE Male — g(x) = 27. 


(ii) Pour chaque 0 <t ST, elle vérifie l’équation intégrale suivante: 


AP;0 


T P 
xt) = S, (T,t) M [xr + g(x)] + v'(s)(u(s) — ut) TT (é,s) Ké(x(s))ds 


T P 
+ | v'(s)(u(s) — u(t))T IT, (4,5) Bu(s) d 
t 
Telle que, 
LP 
S, (bon = 9506 0 (Gaz 


+00 à 
ax = f €7h,(0)8[0(:96)zd8, 
0 


= | 
Ê 
RS 
EP 
Pal 
SA 
8 
Il 


où 


h, (©) = > UE D ; <p<1,0 € (0,0) 


est une fonction de densité de probabilité avec h, (9) >0, @ € (0,00), 
[l h,(@)d® = 1 
0 


et 


c … EU) 
[3,6 D ES) 


Lemme 2.2.3. { [5], [55], [S0]) 


+00 LA 
21 £-1@h,(8)S [0° (t5)@]rd0, 0<s<t<T, 
0 


(2.4) 


(2.5) 


(2.6) 


(2.7) 


(2.8) 


(2.9) 


P:0 DP 
(1) Pour tout t > 0 fité, S, (t,s) et T, (t,s) sont des opérateurs linéaires bornées, et pour tout x € X, 


(1—p)(e—1) 
ane NoLoQù (T,0) 
< = 
AP NL 
T, (é,s)x| < zx = Clxl. 
(£,s) T (p) Ici = C2 [x] 
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2.2. Position de problème 


nP,0 np 
(2) Les opérateurs S, (t,s) et T,,(t,s) sont fortement continus pour tout t > s > 0 c’est-à-dire, pour 


chaque x € À et0 < 5 <t1 <t2 LT, alors, 
P,0 P,0 
IS (l2,8)x —$, (1,5) x] — 0 


et 
np np 
IT (2, s)& — Ts (1,5) xl — 0, 


où, ti —t2 — 0. 


Démostration 2.2.2. 


. D? P,0 
(1) Pour t > 0, comme S(t) est un opérateur linéaire, il est facile de voir que T,,(t,s) et S, (t,s) 


sont également des opérateur linéaires. 


Pour tout x € #,t > 0, et grâce à l'égalité suivante 


. eh, ( one. = <p<1,8 € (Doc), 


on trouve 


If emoñeunre 


0 


Nb 


Ensuite, nous avons 


mp +00 un 
T,, (é,s = ||p £-t6h,(8)S[Q? (t,s)0]rd0 
v P v 
0 
+00 
< 0 |fr| 
l() 
< C2 ri] : 
PourteTetxe, 
P,0 
S, (4,5) no p}(e—1v vp (,s)x 
< P. (t,s)æ ei) 


NoLo o! (1—p)(o—1) 1fr: 0) 
F(p+o(1-—p)) 
Ci xl - 


[EAl 


IA 


AP AP AP;0 
Donc, les opérateurs P, (t1,5), T,(t,s) et S, (t,s) sont bornés. 


Ce qui montre (1). 


P 
(2) Nous prouvons d’abord que l’opérateur P, (t,s) est fortement continu. 
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La contrôlabilité approchée. 2 
Pour chaque x € À et0 <s <t1 <t2 <T, nous avons, 


mp mp 
Le) 


+oo _. +00 LA 
P,(t1,s)x —P, (t2,5)x|| — | [ E7th, (0) S[Q£ (#1, 5) ©] re - | Eh, (O)S[92 (2,3) Jade) 
0 0 


< NS [92 (H1,5) 6] x — $ [02 (42,5) @] x 


Lorsque t2 — t1 — 0, on obtient 
P LP 


P,(t1,s)x —P, (42,8) x|| — 0 


np DP 
c’est-à-dire, P,, (t1,s) est fortement continue. D’après (2.6)-(2.7), on a également que T, (t,s) est 


fortement continue. 


: mP nP;0 
Etant donné que P, (t,s) est fortement continu, il est facile de prouver que S, (t,s) est également 


fortement continu, en effet 


Pour chaque x € X et0<s<t;i <t2 <T,ona 


- rene TOC CET PG-AIE" sa f POTOE OS RCE 
L ’ v'(s)(v(t) — v(s (-p)(1-0)-16" di 
== al], Vi ut) » (es) xd 


- v/()[(ette) — DENT — (ut) —u(s)) PA A AE, (ta, 5) ds 


qui tend vers zéro lorsque t2 — t1 — 0 pour tout x € À et 0 < 8 Lt <t2 LT. Ceci complète la preuve 


[e] 


ti mp mp 
fre) 0e) (a, 92 — 8 (ta, 
0 
du lemme. 


2.3 La contrôlabilité approchée. 


Dans cette section, nous formulons et prouvons les conditions d’existence ainsi que les résultats de 
contrôlabilité approchée, des équations v-Hilfer fractional intégro-différentialles perturbées de type Sobolev 


(2.1), en utilisant le théorème du point fixe de Schauder. 
Nous imposons les hypothèses suivantes sur les données de notre problème (2.1) 


(H1) S(t) est compacte pour t > 0. 
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2.3. La contrôlabilité approchée. 
(H2) a) La fonction non linéaire f : 7 x #Æ x 4 — # est continue et il existe une fonction 


fractionnaire intégrable non décroissante 9 € L!(J,R), telle que 


IPC, 21 (€), ga (6) — FC 226), ga) < 06) (Ie) — 220) + ya) — 2), 


pour tout t € TJ, et à1,2,y1, ya € À. De plus, supre7lf(t, 0,0) < w < 00. 


b) La fonction f: 7 x # x Æ — # est continue et il existe une fonction y € L!(7) telle que, 
LACONELCEORES T0 
pour tout te Jetxre x. 


(H3) La fonction g : C(F,#) — % est continue et il existe une constante positive C3 telle que, 


gtx) — g(y)l < Callx — gi, 
pour tout æ,y € #. 


Lemme 2.3.1. 


soit à <p<1,0<8<1. Alors, FF° et as sont bornés de Ci-1\u(T,%#) en C(T,#), et nous 


avons 


oo (ant +77 )letOI] < Calle(OIL 


Où, 


OP(T;0).. 27.0) | 
T(p+1) I(p+6+1)| 


Démostration 2.3.1. 


En vu de (H2) et Définition 1.4.3., on obtient 


TC < 362 [oO (CO + 1962) 
< agi [oo (ser +587) eto] 


< beta + 3815000] leo 


| 1 92 (+, 0) ” 1 ED to ato 
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2.3. La contrôlabilité approchée. 
Puisque te T,ona 


P p+ô 
ECO < DR + TO Me. 


Pour étudier la contrôlabilité approchée du système rétrograde v-Hilfer fractionnaire non local de type 
Sobolev (2.1), nous introduisons le système de contrôle rétrograde linéaire u-fractionnaire perturbé de 


type Sobolev associé à (2.1) 


HO LE x (t)] = (V+AV)x(t) + Bu(t), te (0,7] 


(2.10) 
z(T) = &r, 
Il convient à cette étape d'introduire les opérateurs, Gramian de controllabilité et le résolvant 
associés à (2.10), comme suit 
à SP Pix 1 
= | d(s)(u(s) —0(0)) 27, (0,588 (T.)" (0,48, 3 <p<1, (2.10) 
0 
DP LP 
où B* et (T,) désigne l’adjoint de B et (T,); respectivement. et pour & > Ü: 
R(a,—-TF)=(al+r4) let |laR(a;-14)| < 1: (2.12) 


Soit x(0) = æ(u)(0) la valeur d'état du système (2.10) au temps initial t = 0 correspondant à la contrôle 


u. Nous introduisons l’ensemble W(0) — {0 u € L(T 2}, appelé ensemble atteignable du 
système de contrôle linéaire rétrograde v-fractionnaire (2.10) à l’instant initial t = 0, et notons sa 


fermeture dans Æ par W(0). 


Lemme 2.3.2. {//5]) 
Le système linéaire de contrôle v-Hilfer fractionnaire (2.10) est approxzimativement contrôlable 


sur T si et seulement si l'opérateur aR(a, T4) — 0, lorsque a — 0*. 


Remarque 2.3.1. 
La contrôlabilité approchée pour le système de contrôle rétrograde linéaire v-Hilfer fractionnaire 
(2.10), est une généralisation naturelle de la contrôlabilité approchée du système de contrôle linéaire 


du premier ordre (p = o = 1, v(t) =t et € est l’identité).[76] 
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2.3. La contrôlabilité approchée. 


Maintenant, pour un P € # donné, . <p<let & > 0, nous définissons la fonction de contrôle 


sous la forme suivante : 


u°() = = (L(#) — v(0))77 "8" (TE) (4,0)E(0) — PE sur [0:77 (2.13) 


Tout d’abord, nous introduisons un lemme qui donne une formule pour (0) en termes de P, xr et 
Kä. 


Lemme 2.3.3. 


Pour un arbitraire P € X, le contrôle (2.13) transfère P à l’état, 


2(0) = P+añ(a,-19)|$, (T,OM-er + g(x)] 
(2.14) 
+ Tu/(s)(u(s) — u(0)) PT, (5,0) KÉ(x(s))ds — P 


à l'instant T. 


Démostration 2.3.2. 


En substituant (2.13) dans (2.4), on peut obtenir la formule (2.14) 


AP;0 


x(0)=S, (T,0)M [er + g(x)] 


‘à DP 
+ v'(s)(u(s) — (0) TT, (s, 0)[KE (x(s)) + Bu*(s)]ds 


P,0 T P 
=$, (TOM er + el + | v'(s)(u(s) — v(0)) TT, (s,0) Ko (x(s))ds 


{A mp 
+ | v'(s)(u(s) — v(0)) TT, (s, 0) Ko (x(s))ds — P 
0 


(ai +17 ) [x(0) — P] = a(x(r) — P) 


20) P= afar+rp) (0 -P)= {a TP) -P) 
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2.3. La contrôlabilité approchée. 


Lemme 2.3.4. (//7]) 


Il existe une constante réelle positive Ÿ telle que, pour a > 0 et PE X, on a 


Iz(0) — Pl, <Y, 


a 1 * 
lu ()Izecreo < NBIC2T, 


avec, 


T(2)F (à) 
) 


À 
Y = L 
CiCo ler lc + Gllrla_,. + Ig(O)Ic: x. +0 T(p+ X 


QT, 0)llzs + IPles.|: 


Démostration 2.3.3. 


En utilisant (H1) et (H2)(b), on obtient les estimations. 


2.3.1 Existence d’une solution douce. 


Théorème 2.3.1. 
Supposons que les hypothèses (H1)-(H3) soient satisfaites. Alors, pour tout P € X et a > 0, le 
système de contrôle v-Hilfer fractionnaire rétrograd perturbé de type Sobolev (2.1), a une solution 


douce sur [0, T1. 


Démostration 2.3.4. 


Pour tout à > 0, définissons l’opérateur Fa : Ci-xu(T,#) —> Ci-xu(T, 4) par 


AP;0 


Far(t)=S, (TM x + g(x)] 


T mp 
+/ v'(s)(u(s) — vu) TT, (8,4) Ko (x(s)) + Bu*(s)]ds. 
t 
Avec le contrôle u donné par l'équation (2.13). 
Il sera démontré que pour tout à > 0, l'opérateur F4 : Ci-xu(T, #) —> Cixu(T,*) a un point fire. 
Pour prouver cela, nous utiliserons le théorème du point fixe de Schauder. Pour démontrer ce 


résultat, nous divisons la preuve en quatre étapes. 


Étape 1. 


Nous allons prouver que pour tout à > 0, il existe un nombre positif € := e(a) tel que 


F,(B:) C B:, où 


B:={re Cia: rie ,., Se} avec Eee +ér+es. 
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2.3. La contrôlabilité approchée. 


Soit a > 0 firé et x € Ci-x1, nous avons 


Jo 0Fan)(0] < | 


Où #(1,0)8 (TOM {er + &(u)] 


T . 
leo [vtt - 0 6 okétetras 


t 


S 
D 


Fe 
Qi(2,0) | v'(s)(u(s) — v(t))P IT, (s,t)Bu*(s)ds 
—; Ti + Lo + T3. 


Par la condition (H3) et Lemma 2.2.3, nous avons 


A < Joirx (LOS (TOM er + g(a) 


< Oi-N(T, 0] EN 0 a(0) + &(0)] 


(T0 fur 1] 


= QE-#(T,0)C1 Co | ler + Ilg(x) — 8(0)|| + leo) 


<a ere Cale Iso). | = (2.13) 


T np 
D < ]oi-*(.0) IROCOMOBAUOTECON 


t 


. 
< QH-AT.,0)C2( 1 o6n var lritts)las 
er. —v(s))P UK (xs 8 
+ [6 0) Kè(æ()|ls) 
T 
< 20 T0 [| v'((0(T) 09) star las 


DO MF DA 


Ka(a(7)) 


Il découle de la condition (H2) et du Lemme 2.3.1 que 


2 < 201 NT, DCAT (36€ ( 


ir. a(T), xéta(n) - 7:0.0)] + Jr0.0)|) 


ET 


< 2Q1(T,0)C2T(p)| Callz(T)I] + Po D 


1=X+0(T 0) 
L < 20 GiT(pIa(TIe 2, ) 


- (2.16) 


Ensuite, observons que 


T np 
D< ]oi-*(1.0) Î v'(s)(u(s) — (4) TT (5, #)Bu° (s)ds 


É 


: 
< Q!-N(T,0) Î v'(s)(u(s) — v(#}71 
eur ) 


O0) ICNCIE 


< 9 (T,0)C2BI Qu (s) 


L2(J,U) 
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2.8. La contrôlabilité approchée. 


p t)1 
Bi < NT 0)CA |] EL BIC = 217) 


De (2.15)-(2.17), nous obtenons 
IFaz)(t)Ici-xe LE] +Eé2 +E3 =E. 


Par conséquent, nous concluons que l’opérateur F,, se transforme en lui-même. 


Étape 2. 


Nous allons prouver que {rx :Ixle_,, < <) est équicontinue. 


Pour 0 <t1 <t2 < T, nous avons 


Joie 0)Faæ)(#2) — Q1-À(h,0)(Faæ)(ta) 


< | O1 (ta, 084 (Ts ta) Mer + g()] — OA (h,0)80 (Th) MAT If + g(x)] 


+ ]oi-*(2,0) / (9 o(s) — va) (9) T6; h) PO) n Bu (s] ds 


t2 


mp 


- 
+| / L'(6) [OH M2, 0)(8) — te} — QE 0(o(s) — va) EL) fRECE CE) + Bus ds 


+ for %u,0) fo (0 — of) Est) PO) + Bu(s)] ds 


< Ta Te + Te + Tr: 


Pour 0 <t, <t2 <T,on a 


Ta < Co 


Qt, 082 (Tt)er + gla(é2))] — O1 (4,080 CT t)lar + atx(h)}]] 


DP;0 
Par le Lemma 2.2.3, on sait que 917 (t,0)S, (T,t) est uniformément continu sur T, ce qui 


nous permet de déduire que T4 —=0. 
tot: 


_ 
Ts < Qt, 0) [l v'(s)(u(s) — u(#)}"1 


t2 


(ets) - R(en)|] 


x ds. 


Date + Bu] 


P D? 
Puisque la compacité de T, (s,t) (s,t > 0) implique la continuité de T(s,t) (s,t > 0) dans la topologie 


d’opérateur uniforme, on peut facilement voir que T5 —=0. 
t2—ti 


vs) FAT 0)(u(8) — v(#2)}"-1 — QL- (4, 0)(u(s) — vb} | 


x T,,(s,t1) ds. 


Rat) + Bu(s)] 
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2.3. La contrôlabilité approchée. 2 


En notant que 


m(s) < O5” (t1,0)v"(s)(u(s) — v(#1))/— 'm(s) 


oi (t2,0)v' (sus) of) 2 94, 0)0/(s)(u(s) — v(h))° 


et 7 OL \(#,0)v'/(s)(u(s) — u(t1))/—lm(s)ds existe, il découle du théorème de convergence dominée 


de Lebesgue que 


T 
: 


quand t2 — ti, ü s'ensuit que T6 —=0. 
tot: 


ins — 0, 


v'(s) FAC 0){u(s) — u(#2)}—1 — QL-X(H,0)(0(s) — vu} 


En utilisant la condition (H2)(b), on déduit que T7 —0. Ainsi, {rs :xlle,_,, < :) est équicon- 
’ 


2—+t1 
tinue. 


Étape 3. 


Nous prouvons que l’ensemble {rs : til xx < :) est relativement compact dans X 
pour toutte JT. 
Soit 0 <t<T firé et B un nombre réel vérifiant 0 < B <'T —t. Pour € > 0, définissons l’opérateur 


Fe par 


hrs) = 9U Pet Me + g(x)]S (os ve) 


(07 


k |  h,(8)8 jour. 58- 04(8,0)4 de 
+e ms (ousoe) / L Î Tv (#){o(s) - v(H} 10,8) 


: S[os(s 1e — 9°(8. de de PO) + Bu*(s)| ds 


Puisque S(t) est un opérateur compact, l’ensemble {Fêe Elles. < <) est relativement compact 


dans X. De plus. pour chaque x € Be, nous avons 
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2.3. La contrôlabilité approchée. 


— 
Le 
= 
… 

— 


Fat — PRO] < af ne (pe LM Mer + ao) (0) 
pre M er + ste [7 vs «e] 
+ole- de vb)" fente) x 8 |or(s.ne) 

x Te )+ Bu*( un 


+o]e- v(s)(u(s) — v(#)}°- of” Eh, ( 0) x $| an(s b) e) 


x Ie) + Bu*(s)] dOds 


—: T8 + To + Lio + Ti. 


Un argument similaire à celui précédent donne 


_— CoNoLoQ$ 270 (4,0) 
7 Tol—p)+p) 


( Î 1,(6)48 ) (ler + Cale + 1801). 


L 2 CoNoLo Qf et) (8 0) 


+00 
= I(o(-p)+p) (/ 1,(6)48 ) (ler + Callzll + 1Ig(0)1), 


QT d [ [° 1. 
To < PNoLo EU ) ( 1 en, (bMe) (ze + 181218 Icr), 
0 


QŒ(+B,E f [ li 
is < polo ÉD | [er,(ere) (Lila + BRIE CET ). 


En utilisant le fait que L hh(@)dO = 1 et ri OSh,(0)d® = Sr: il s'ensuit que 


T8 — 0, To — 0, Ti —0, Ti — 0, quand B > 07, e—0*. 


En conséquence, pour chaque x € B:, 


Par conséquent, l’ensemble {rs lle ) est relativement compact dans X pour chaque t € T. 


Fax(t) — Féx(t) 


(02 


|-0 quand B—0T, e—0*. 


Étape 4. 


Fa: Crau, X) — Ci-xu(T, X) est continu sur Be. 


Soit x, une suite telle que x — x dans B:. Par (H2)(a)-(H3) et Lemme 2.3.1, on obtient 


g(tn) — g(x) quand n— 0, 


KS (xn(s)) + Kÿ (x(s)) quand n — 0, 
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et 


Ig(an) — g(x)| < Clan — x||, 


TRS (En (s)) — Ko (a(s))|| < Callen — 2. 


Alors, pour chaque t € T, on a 


QE, 0)(Fazn)(#) — 95 (6,0) (Fax) (#)| 


nP;0 


< IQ ES, (TOM En) — g(x)]| 


T Pp 
u Jor(0) f v'(s)(u(s) — v(H))P TT, (5, t) [Ke (an (s)) + Ko (x(s))]ds 


£ Q (T,0)Ci1Colg(tn) — g(x)|| + 2C2Q5 (T0) (0) 


Ké (an (T) — KE], 


Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on obtient 


I(Fatn)(t) — (Faz)(t)ci-x, — 0, quand n — 00. 


Par conséquent, F, est continu. 


Ainsi, d’après le théorème du point fixe de Schauder, F, a un point fixe. Par conséquent, le système 
de contrôle rétrograde v-Hilfer fractionnaire de type Sobolev (2.1) a une solution douce sur JT. La preuve 


est complète. 
2.3.2 Résultats de contrôlabilité approchée 


Théorème 2.3.2. 


Supposons que les hypothèses (H1)-(H3)soient satisfaites . De plus, si les fonctions f et g sont 


P 
uniformément bornées et ut s),8,t > 0} est compact, alors le système de contrôle v-Hilfer 


fractionnaire rétrograde perturbé de type Sobolev (2.1) est approzimativement contrôlable sur T. 


Démostration 2.3.5. 


Soit T\ un point fixe de F, dans B.(a). Alors, en tant que point fire, F(£a) est 


une solution douce de (2.1) sur J sous le contrôle 


Gal) = 2 (ut — 000) (F,) (6,0)a(a, -TF)a(#) 


et elle satisfait 
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2.3. La contrôlabilité approchée. 


Ta(0) —P= aA(a, TT )£a(T), (2.18) 
où 
nP;0 


Fa(T) = Sy (T,0M[xr + ga) 
T LP 
+] v'(s)(u(s) — v(0)) TT, (5,0) K 2 (a (s))ds — P 
0 
Maintenant, compte tenu de (H2){b) et (H3), on a 
ch T 
(Ba(s))|?ds : v?(s)ds 
IRCOOIS ES ET 


: 
J le@at)lras < CET. 
t 


Par conséquent, les séquences LOTO) {a} sont bornées. En tant que tel, il existe une 
sous-séquence, toujours notée 4 KI (£a(s)) +, 4 &(£a(s)) + qui converge faiblement vers {f(s)},{g(s)} 


dans L?(T,X). 


Définissons 
= (NOM er els) 
T mp 
+ f ((s) - 00)" (8 0)(5)ds - P. 
0 
Alors, 


nP;0 


(RD Balles < Je 208, (7 0M(atra() —a())] 


leo fo -voy Role role 


< Qi \(T,0)Co $0 "(7.0 (a ()) - a(s))| 


+ QI A(T,, 0)sup 
teT 


< CoCi||g(£a(s)) — g(s) 


+ sup 
tEeT 


Ci-,v 
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2.4. Exemple 


DP,0 D? 
Par la compacité à la fois de S, (t,s) et T,(t,s), on peut dire que 


dr |eReG) 86) 20 
Et 
T 2 
lit sup | L o0e Le Re oleee)-role) 0 
a—0+teT t Ci 
Ceci implique que 
lim |(La(T) — Talle:_,, = 0 (2.19) 


a—0+ 


En utilisant l’équation (2.18), nous avons 
IEa(0) — Pllas, < laA(a, -T4)(Ea(T) — Ea)llei-x + leR(a, 19) (Elles 
< |Ba(T) — Sallci-x + aa, -17)(Ea)lci-xu: 


D'autre part, selon (2.12) et le Lemme 2.3.2, il s'ensuit que 


lim IFa(0) — Pllei-ss = 0 


Par conséquent, nous concluons la contrôlabilité approchée de (2.1). 


2.4 Exemple 


Dans cette section, un exemple est donné pour illustrer nos résultats théoriques. 
Considérons l’équation aux dérivées partielles v-Hilfer fractionnaire de type Sobolev de avec contrôle 


suivante: 


e2 ©? +, tan 1Ir(t,z)| 


[x(t,z)— xz(t,z)] = 32 <(t,2) +n(8,2) Let Tr 


t 


2sinle(t,2)| (6 El an eGuxlr, (220 


A+tt Lei 
FE 24178 x(,2)| 
ei l 
ot (r(é2)—a(t,2)her — Ext 2) = 27), (2.21) 
x(t,0) = x(t,7) = 0, (2.22) 
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La 
où #D3:3°7 est la dérivée fractionnaire de w-Hilfer d’ordre p = 8, 0 = 3, U(t) = er et0<À<l. 


Le 


& est l'intégrale fractionnaire de v-Riemann-Liouville d'ordre ô = £ et v(t) = ez. 


© 
© 
TD 
Ex 
(= 
La 
Lo 


Soit x(t)(z) = x(t,z) et les fonctions définies comme 


he? , tan lx(t,z)]  2sinr(t,z)| [3 
(CR, #0 )@ = e rrr Att ie 
2+195% ré) 


g()(e) = put). 


L'opérateur linéaire borné B : U — * est défini par 


On choisit l’espace Æ = U = L?[0, 7], et on définit les opérateurs € : D(£) C # — #, V + AV 


D(V + AV) C # = # et M: D(M) C # = # par Ex = 2-22, (V + AV)r = -x, et M x = 2», 


D(V + AY) et D(M) sont donnés par 


où les domaines D(£), 


= x(x) 0}. 


{ ze X:x,x, sont absolument continuées, x, € X, x(0) 


Alors, €, V + AV et M peuvent s’écrire respectivement comme 


x € D(E), 


Ex(t) = an + n?2)(x,Tn)Tn, 


= Ÿ. —n(x,zn)tn, «x € D(V + AY), 
M lx(t) = >» n?(x,Zn)£n, %E DM), 
n=1l 
où æn(w) = (4/2/7)sinnw, n = 1,2, est l’ensemble orthogonal des fonctions propres de (V + AY). 


De plus, pour tout x € X nous avons 


E = 1 
Ë 'a(t) =. > lin (T,Tn)n, 
CO n2 
(V+AV)E r(t) = N° ns (Es En), 
= 
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3 
A5 
e 


De plus, l’opérateur T, + (t,s) peut être défini par 


3 OO Le) 3 
Eh [7 am [eh es 
0 ne 
3S 1 [op (O 0 foi 0 }d 
AUDE 2 l+n? ë( en : (9, ” +) ) ee 


Soit ‘5 (x(#)}(2) = i(e 0 0) (2). Pour æ1,72 EX ette(0,1],ona 
late) - gts) < Lirr(é,2) — m2 2), 
3 3 1 le Le? 
ACOCEESTCAO)0) tee CAC RE CCE LPO CEE SECTE NT 
lc, œe)] <et+ +0 
Cela signifie que les hypothèses (H2) et (H3) sont satisfaites. 


Il est facile de voir que €! est compact, borné avec ||£ {|| < 1 et (V + AV)E-! engendre le 
semi-groupe fortement continu S(t) sur # avec |[S(t)|| < e-* < 1. Par conséquent, avec les choix ci-dessus, 
le système (2.20) - (2.22) peut être formulé de manière abstraite comme (2.1), et donc du théorème 


2.3.1 peut être appliqué pour garantir l’existence d’une solution douce de (2.20) - (2.22). 


De plus, on peut facilement voir que le système de contrôl rétrograde linéaire v-Hilfer fractionnaire de 
type Sobolev correspondant à (2.20) - (2.22) est approximativement contrôlable sur J (voir [65], 
Remarque 10), ce qui signifie que toutes les conditions du théorème 2.3.2 sont satisfaites. Ainsi, 
l'équation aux dérivées partielles v-Hilfer fractionnaire de contrôle de type Sobolev (2.20) - (2.22) 


est approximativement contrôlable sur TJ. 
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contrôlabilité nulle des équations 
intégro-différentielles implicites 
fractionnaires de v-Hilfer avec des 


conditions non locales fractionnaires 


de v-Hilfer 
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3.1 Introduction 


En 2022, Chalishajar et al. [14], ont dérivé une nouvelle condition suffisante de contrôlabilité nulle 
exacte pour les équations différentielles stochastiques fractionnaires de Hilfer, avec mouvement 
brownien fractionnaire (fBm) et des conditions non locales. 

Dans ce chapitre, nous établissons la contrôlabilité nulle exacte des équations intégro-différentielles 
fractionnaires implicites de v-Hilfer, avec des conditions non locales fractionnaires de v-Hilfer. Les prin- 


cipales contributions sont énumérées comme suit, 


1. Nous présentons une nouvelle classe de systèmes de contrôle, basée sur un opérateur global et général 
appelé dérivée fractionnaire de v-Hilfer, qui englobe une large classe de cas particuliers. 
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3.2. Position de probléme 


2. Nous établissons un ensemble de conditions suffisantes pour la contrôlabilité nulle exacte de notre 
problème (3.1) dans l’espace de Hilbert, à l’aide du calcul fractionnaire v-Hilfer et des solutions 
d'opérateurs caractéristiques G1/2(t,s) et K°1(4, 5). 

3. Nous présentons un exemple, qui illustre la validité et l’applicabilité des principaux résultats discutés 


dans ce chapitre. 


3.2 Position de probléme 


Dans cette section, nous étudions la contrôlabilité nulle exacte des équations intégro-différentielles 


fractionnaires implicites de v-Hilfer, avec des conditions non locales fractionnaires de la forme, 


HD Pr (1) _ Ee(t) + But) + (t,2(0), 4 DÉb PE Va(e), 362 a (0) te (0,T] 
(3.1) 


DRE (O) + q(e) = 20, 


où # ar 2° est la dérivée fractionnaire de v-Hilfer d’ordre à < B1 <1, type 0 < Bo < 1, x(.) prend 


des valeurs dans un espace de Hilbert Æ. Soit ZT = [0; T], (—E) est le générateur infinitésimal d’un 
semi-groupe fortement continu {G(t)}:>0 on Æ. La fonction de contrôle u(.) est définie dans L?(7, f{), 
l’espace de Hilbert des fonctions de contrôle admissibles pour un espace de Hilbert {{, et 3 est un 
opérateur linéaire borné de £{ vers #. De plus, P:T x 4x4 xX —Xetq:C(T: #) — # sont 


des fonctions. 


Définissons l’espace de poids[67] des fonctions continues + comme 
V=Gieu(Z A) = {aiT DR (0)-u0) De CEA) 0<E<I, 
l’espace Ÿ est un espace de Banach avec la norme 


xl = max 
tET 


CORP OIES 0) 

Remarque 3.2.1. 

Pour simplifier la notation et la démonstration de certains résultats, nous allons introduire 

la notation suivante & (ex(e,# État), 76e Va(E)) = Pa(t), AG, (4,5) = v'(s)(u(t) — v(s))#4 1 


et QE = (u(t) — v(0))T 6, telle que  E = Bi + Bal — Bi). 


Dans ce chapitre, l'expression Doté) (d) signifie que 
B 1 : 
TF1, (t)(d) = { 8 (té, S)px(s)ds. 
o+ P (£)( ) T(B) : Ba ( )? ( ) 
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D'après les définitions 1.4.3, définitions 1.4.11, théorème 1.4.5 et la Remarque 3.2.1, le 


problème fractionnaire implicite v-Hilfer (3.1) pourrait être écrit comme l’équation intégrale fractionnaire 


suivante: 
(= 20)+ 
a(t) = x ——— 
(A) 
à condition que l'intégrale dans l’équation (3.2) existe. 
Lemme 3.2.1. 


Soit 0 < B1 < 1 et 0 < B2 < 1, alors 


G) Foret join (£,0) 


(ii) - 


t 
magie | Pa (e sb te 98(0)] 
0 


où les opérateurs {G#1#2(t);t > 0} et {K/1(t);4 > 0}, 


/ Bi (6 S)ex(s) + Bu(s)]ds, 


x] - 


(3.2) 


GE" #2 (6, 0x. 


Ù | AU CE S)RÉ(E s)D(s)ds + (6), 
0 


sont appelés solutions caractéristiques données 


par, 
+00 
N°1 (t,s)x —. ha, (@)G[Q%(t,s)@]rd@, pour xeX, (3.3) 
0 
Gévba(t, s)x = 90/02 DNA, 6)x, (3.4) 
et 
+00 
Kô(t,s)x = Bi ) Ohs,(8)S[Q' (1, s)8]xd®, (3.5) 
pou 0<s<t<T,ona 
G(t) = ee”, 
de même, 
1 = 21: 1. 
hs, (©) mi FA F1 pp A |); 
et 
1 2 48 UbT EU) à à 
pa(®) = = 21? ro sin(ÿrB), 
I—= 
et enfin 
+00 8 
Lan OH = [7 00 (Qu (dt = e 
0 
où hg, est la fonction de densité de probabilité. 
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Démostration 3.2.1. 


(i) I suffit de montrer que #D6+°2"° (Ne €,0x] = 


CNP: (4,0) x, 


pour t > 0, en utilisant(3.3) et Définition 1.5.2, on obtient 


{NS &ox} : 


+00 +00 
| AUD | [l hs, (@)G1Q%: (.0)ejxa8 (mdr 
0 0 


Loo +00 Bi 
- J AUD | | EEE ae } (Dar 
0 0 Es 


+00 +00 
_ | 6pa, (8) 00-708 GIOf: (+, 0)xv'(t)dOdt 
0 0 


FT dLY 
- / Le EL) GO: (4, 0)]xdt 
0 


7 dt 


+00 
E a | ATH 0)Q 1,0) PO GO (4, 0)]xv' (Ed 
0 


Tee xËi 
= | e  “G(s)xds (s= 
0 


= 9 Q%I-E 


x 


D'autre part, selon le Lemme 1.5.1, on a 


£, {#06 me [ue (é, ox] } 


(u(#) — v(0)*) 


En combinant (3.6) avec (3.7), on obtient 
opte [NE (1,0) 


(üi) Pour t > 0, en utilisant (3.5), on obtient 


cl L A, (t, s)KŸ (+, (ss) 


+00 Ë +00 
= fo ere ff sens (e)as, (99107 (1 sele(sdeas 
0 0 0 


+oo t +00 
: | = (#)-0(0)) | [L TC 
0 0 J0 


+oo +00 
Î Î B1AË, (8,0) 006) GO (5, 07e 00-00) (tyu/ (é)dsdt 


+oo ë +oo 
= | eg (u) | O0) G (#0 (#)dtdu 
0 0 


= (I- 


D) Lo{B()}. 


Selon le Lemme 1.5.1, on a 


(3.6) 
Lu ÉNE (0x) — #0 NE (0, 0x 
d na Gr x] ni Die : 
= OMS D Eee GE 
= Eh (IE) x. (3.7) 
x| = EN (4,0). 
A,(t,s) , Qf(t,s 
Ge) a (s)deas 
(3.8) 
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afro f a, (a (Eds à = Fe] 3,(4 SE (4 s)E(s)ds} #10 

= 9 OPI-E) "Lo{2()} 
(ÂI-E)+E](%1-E) L,{®(t)} 

(IE) Lo {D(t)} + Lo{d(t)}. (3.9) 


En combinant (3.8) avec (3.9), on obtient 


ed Î 4e SK (1,8) (s)ds =E Î BCE SKA (4, s)D(s)ds + D(6). 


La Démostration est complète. 


Lemme 3.2.2. 
Les opérateurs GA/2(+,s) et KA (t,s) ont les propriétés suivantes : 
(i) Pour toute valeur fixée t < s < 0; les opérateurs Gf1#2(t,s) et K#1(4,s) sont des opérateurs 


linéaires bornés dans X qui vérifent les conditions suivantes: 


KoQU—#1)(B2-1)(T, 0) 
Et fi)) 


AGE F2 sx] < Ie] < All. 


KE: (6, s)xl| < DE Ill < 2x]: 


où Ko = sup||G(£)||. 
teZ 


(ü) Les opérateurs QL-Ë(t,0)Gh/2(4,s) et Q1Ë(4,0)K/1(#,s) sont fortement continus pour tout 
t>s>0. Cela signifie que pour tout x E Æ et0 <s<t1 <t2 ST, nous avons 


Jai ste OA (4, 8) — QL-E(H,0)G Eh, 8) | — 0 


et 


— 0 


Joi-<( ox (42, 5) — QE (4, 0)K (4,5) 


quand ta — ti — 0. 


(üi) Si  G(t) est un opérateur compact pour tout t > 0, alors GA 2(t,s) et K%1(t,s) sont 


compacts pour tout t,s > 0. 


(iv) Si GhP(t,s) et K°(t,s) sont des semi-groupes compacts fortement continus d'opérateurs 
linéaires bornés pour t,s > 0, alors GhP2 (t,s) et K°1(t,s), sont continus dans la topologie des opérateurs 
uniformes. 
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Lemme 3.2.3. 
Le problème fractionnaire implicite v-Hülfer (3.1), a une solution unique x € Y = Ci_£(Z, X) et 


pour chaque 0 < t <T, cette solution satisfait l’équation intégrale suivante : 
t 
x(t) = Gé (£,0)[x0 — q(x)] +] AU s)K$: (té, s)[vx(s) + Bu(s)]ds, (3.10) 
0 
où, GP12(t,s) et K/1(t,5) sont définis par (3.4) et (3.5), respectivement. 


Démostration 3.2.2. 


PourteT, d’après le Lemme 3.2.1, on obtenons 


opt af 4 DEA (GE (0 Oo — (a) + JA, (0 RÉ (1 s)feu(e) + Bulls) 


= EG" (4, 0)[xo — g(x)] + | 8 (6 S)KE(E, s)[pr(s) + Bu(s)]ds + oa(t) + But) 


= Ext) + p2(#) + Bu(b. 


Pour t = 0, on obtient 


+00 
x(0) = GÉ/2(0, 0)[x0 — q(x)] = 3 1) 62 Di | hs, (@)(0)d@ {ro — q(0)] 


0 
: Qf-AXB D (4 0) 
TAG B)+ A) 1) 


Ainsi, l’expression (3.10) est une solution du problème (3.1). 


3.3  Contrôlabilité nulle exacte 


Dans cette section, nous formulons des conditions suffisantes pour une contrôlabilité nulle exacte 


pour le système (3.1). 


Pour étudier la contrôlabilité nulle exacte de (3.1), nous considérons le système linéaire fractionnaire 


v-Hilfer suivant: 


Fait) = Er(t)+Bu(t)+(t), teT 


(3.11) 
LR (1) = %, 


associé au système (3.1), où ® € L?(7; #). 
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Introduisons les opérateurs LA : L?(7,{) — # et NT : Æ x L?2(T,#) — , respectivement, 


: 
Lju= | A (T,s)K£'(T,s)Bu(s)ds, pour u € L?(Z, fl), 
0 


et 


: 
NT (æ0, $) = GET, 0)r0 + J AU (T,s)KA(T,s)&(s)ds, (ro, 8) € À x L'(Z, À). 
0 


Définition 3.3.1. 


Le système (3.11) est dit exactement nul contrôlable sur T si 


ImL D ImN 
D'après [15], le système (3.11) est exactement nul contrôlable s'il existe k > 0 tel que 
1)" xl? > kW) xl}, pour tout x e X. 


Lemme 3.3.1. /16] 
Supposons que le système linéaire fractionnaire v-Hüfer (3.11) soit exactement nul contrôlable 


sur T, alors l'opérateur linéaire W = (Lo) INT : # x L2(Z,#) — L?(Z,f) est borné et le contrôle 


u(E) := —(Lo) (NG (x,B))(t) = -W(x0, 8) (6) 


. 
= —(Lo) 1 GET Ojao+ f A (T,s)KA(T, s)D(s)ds|(t), 


transfère le système (3.11) de xo à 0, où Lo est la restriction de L à [KerL{]+. 


Démostration 3.3.1. 


La preuve de ce résultat est similaire à celle du Lemme 3 dans [16]. 


Maintenant, nous donnons les définitions de la solution douce et de sa contrôlabilité nulle exacte. 


Définition 3.3.2. 
Pour chaque contrôle u(.) € L?(T, {) et ss + q(x) = %0, t ET, une solution 


zEY=Ci-eu(Z, À), est appelée une solution douce de (3.1) si (3.10) est vérifiée. 


Définition 3.3.3. 
Le système (3.1) est dit exactement nul contrôlable sur l'intervalle T s’il existe un contrôle 


u € L?(7; fi) tel que la solution x du système (3.1) satisfait x(T) = 0. 
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Pour prouver le résultat principal, nous avons besoin des hypothèses suivantes: 
(H1) Le système linéaire fractionnaire v-Hilfer (3.11), est exactement nul contrôlable sur TZ dans #. 


(H2) à) Il existe des constantes Li,L3 > 0, et 0 < L2 < 1 telles que, 


DCE, di, Ya, 21) — P(E, za, ya, 22) < Lillts — tal + Lallga — all + Lallz1 — 22|| 
pour tout t;, Yi, E À,i=1,2etteT, avec sup|D(t; 0; 0;0)| = M1 < oo 
tET 


b) La fonction E :T x # x # x # — est continue et pour tout 7 > 0, il existe une fonction 


Pr(t) € L?(Z,R}) telle que 


sup  |D(x,y,z2)| < d,(t), pour tout tET; 
(x,y,2)EB$ 
et il existe un o1 > 0 tel que, 


lé ClLs _ 


T 


lim in f 91 < CO, 
T—+ 00 


où on note B;:= {re Y:|xlv <r}. 
De toute évidence, B- est un sous-ensemble borné, fermé et convexe dans Y. 
(H3) La fonction q : C(Z; Æ) — % est continue et satisfait 
lla(æ)1| < Lzl|, 
pour une constante L > 0 et tout x € C(Z,#), et il existe un o = o(r) € (0,T) tel que q{(x1) = q(x2) 


pour tout 21,42 € B, avec æi(t) = ot), tEela,T|. 


Pour faciliter les calculs, nous utilisons les notations suivantes: 


QE ra (a, 0) 


Y(a,a2) = Fa 


Aa, 2) = T(£) El po, @2) + en + B2, €) 


& = T(OIBIE(A,T). 


9 (10) 


B(T,0)M ; 
UE LEE 


= TB +0 ? 
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Considérons 


DEL" (E)| = 5ÉL" 


o$-H(,0)0E (+, 0)x(0] 


T(é) 


< res polo OI. 


Maintenent, nous calculons l’intégrale a #0 || 
En vu de (H2), on obtient 


OS Îe (ao of a(e sé) —80,0,0,0)) + |et,0,0,0)] 


<L 


D] + 


pete (9 + La 


ape) + 


D'autre part, nous avons 


+ frostato)| < Elo + eco + 18,401 


< 


E|lz(#)1| + IBIW(xo — q(x), P+) (6) + BC). 
Alors, 


° HerG)I<t 


eo] + 


"(0 + M: 


IEl{llx()1 + BI (0 — (x), x)(#)1 + C0) 


LS 


isnses 

< EE or(.0)]] 260 6-4(0,0)| (an — at), 8.00) 
— Lo vu Y 

LaT(E £+B2—1 ni 

ne to O] +10 


Ainsi, on obtient 


e si à 


(0 < AG, DIIr(OIN + WG — ae), 8) + K. 
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Théorème 3.3.1. 


Si les hypothèses (H1)-(H3) sont satisfaites, alors le système (3.1) est exactement nul 


contrôlable sur T à condition que 


Al + A2QÏ É(T,0)T (1) LAGB.T) + m(L+ où nn) “il 


our un x(.) arbitraire, définissez l'opérateur $S sur Ÿ comme sui 
P bit , défi l’opérat S Y t 


(Sx)(t) = GhP%(6,0)[ro — q(x)] 


ÿ Î A5, (6, s)K91 (4, s)[82(s) — BW(x0 — q(x), z)lds, 


où 


u(t) = —W(xo — q(x), 4x) 


_ 
_ (Lo) joie (T, 0) {eo — q(a)] + Î A (4 s)KA(T, s)0.(s)ds | (0. 


Alors, il est facile de voir que u(t) est bien défini, car xo — q(x) € #, S,(s) € L?(Z; #). 


De plus, ce contrôle oriente x0 vers 0. En fait, si æ(t) est une solution douce à (3.1), alors, 
T 
x(T) = GET, 0)[xo — q(x)] + / Ag, (T, s)K (T,s)[px(s) + Bu(s)]ds 
0 
à 
= GAP (T Oro — a(e)l— A3, (T.9KÉ (T,5)B(Lo) 
0 
ë 
x [Gt (r fun — ato)l+ [AT SKÉT.s)e.(ods | (as 
0 


- 
: | 2 (T,s)KA(T, sp (s)ds 
0 


= 0. 


On montrera que l’opérateur S de Ÿ en lui-même à un point fixe. La preuve sera donnée en 


plusieurs étapes. 


Étape 1. 
Le contrôle u(.) = —W(x0 — q(x),g+) est borné sur B.. En effet, 
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(3.13) 
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ul = 11Q SO W(xo — (x), px)(s)] 


Qi-E(T,0) ( Î | We — a(a), .Xs)#as) 2 


ro a@al+ ( [ “JARC, sp. (s]Fas) 7 


IA 


< Qÿ*(T,0)IW 


EE 


< QT, 0) ro — a+ ( / “ a ds) pese] 

< Or T,OIw late De 

< wi her een TO co] 

< 1]rolv+tr+ VTTIé | (3.14) 


Étape 2. 
On montre qu'il existe un nombre 7 > 0, tel que SB, C B,. Sinon, alors pour tout 7 > 0, x(.) e B,, 
il existe un certain {(r) € Z, tel que |Sx(t)|v > 7. 


À partir de (3.13)-(3.14), du lemme 3.2.2 et des hypothèses (H2)-(H3), on a 


Tr < |Sx(#)]Iv = 9% (T,0)ISx(#)| 


< Q!-E(T,0) Joe (6, 0){o — q(a) | + | | ABC S)KÉT, 9p.(s) 


| 


+ | JU AË (4, s)KÉ(T, s)BW(xo — q(x), Px)(S) 


= T1 + Do + T3. 
Où, 


3 < A19% (T,0) [ol + Ila(æx)|] 
< Aillæoly + lla(x)IM] 


< A1(æolly + Lix(#)1v), 


92 < AoQL É(T, 0) (B1)952° ps (s) 


< 229E (TO (8) LAS TON + W(xo — a(a), &2)(OIv + K} 
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93 < AQÏ ET, OT (8)|B|3È 


Wzo — q(a), 0] 


< AQU ET, OT ()IIB| Fe tuto p(D))E A1 


X W(xo = q(x), Pz)(t) 


Y 


<AOIET, Or (B)@ wo — q(x), 8.) 


Y 


< AO (TOP (8) (EE Ju] WGro — at) ee )(0 


1 


Y 


et 


a + 9 € ArQ!É(T, 0) (Bi) LAGR, TITI ñ Le nvtco — q(x), p:)() 


Alors, 


7 < |ISx(t)lv < Ai(Iollv + Lr) + A2Q;7 ST, 0)T(81)A(B1, T)r 


LA A2QÏ ET, (B)Ee ol + Lr + Vh(T)]lé.(6)I112 


+420, (T0) (81)€. 
En divisant de part et d’autre par 7 et en prenant la limite inférieure T — +, on obtient 
- wl 
1 < Ai + A2QÈ É(T,0)T (1) LAGGT) Fe (L + oi nm), 
ce qui contredit (3.12). Il existe donc un nombre positif r > 0, tel que SB, C B.. 


Étape 3. 


Nous prouvons que la famille de fonctions {(S0) :TE 8.) € Y est équicontinue sur 


l'intervalle Z. Soit 0 < t1 <t <TetxEeB,, alors, 
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I(Sx)(é2) — (8x)(t1)IIv = 1192 $(t2,0)(Sæ)(t2) — O5 É(é1,0)(Sx) (1) | 


IA 


CREUSE (42,0) — QL-E(4,0)G A #2 (t3, 0)){ro — a(x)] 
ti 
+ | Jan (a) 8 (eo, 0) (ts) — QE EH, 0 (8) 


X [-BW(x0 — q(x),v)(s) + p2(s8)1ds 


+ | JA (02,9 Q1-%(12, 0) (2, 9 -2WV(r0 — alu) 6)(9) + (ds 


< Qi Er, 0)5 (02 0) — QI-E(h,0)GÉ 2% (4,0))ro — a(x)] 


QÙ (#2, 0)Kf (to, 5) . on (ta, 0)Kf (t1, 5) 


+ A5, (t2, 8) 
X | — BW(xo — q(x),6x)(s) + px(s)|ds 


ti 
+ | A (t2,5) ds 
0 


Qù *(t2,0)K5! (2, s)[-BW(x0 — q(x), pz)(s) + Pa(s)] 


= Ta + T5 + Ve. 
On remarque que, 34 — 0 et 95 — 0 quand t2 — #1 — 0 parce que les opérateurs QL-É(+, 0)G#1:/2(4,0) et 
QL-É(t,0)K/1 (+, s) sont uniformément continus sur Z. 


Pour T6, on a 


Q2A—1(t0, ti) 


T(28 — 1) IBM (xo — q(x), Px)(s)|l 


“ F, , A3 (ts)les (| 


ti 


Donc, 


1€ QP1—1(t,t1) 
3e < Q1-É(T, 0) As PSI + Lr + V6, (ze) 
T(281 — 1) 


(fau) (frosnore)] 


Cela montre que %6 — 0 lorsque t2 — {1 — 0 indépendamment de #. Ainsi, {(Sx)(.) : x € B;} est 


équicontinue sur Z. 
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Étape 4. 
Nous prouvons que pour t € Z quelconque, l’ensemble {S(x)(t) : x € B-} est relativement 


compact dans #. 


où AVR LE 0) 
F(B2(1 — B1) + Bi) 
dans #, il est donc vrai pour t = 0. Soit t fixé, 0 <t <T, et soit € vérifiant 0 < e < t. 


Si t — 0, alors, S(x)(0) = G#/2(0,0)[ro — q(x)] = [ro — q(x)], et q(x) est borné 


Pour chaque x € B,, nous définissons 


Se(æ)(t) = GE F2 (4, 0)[ro — q(x)] 


+ L Ba (ë, s)K?* (£, s)-BW(x0 — q(x)), Px)(s) + Px(s)]ds, te (0,T]. 


Comme G1#2(+t,s) et K1(4,s) sont compacts, l’ensemble {st :TE 8.) est relativement compact 


en *# pour tout €, 0 <e <t. De plus, pour chaque x E B,, 


IS(&)(0 - SOIN < Joi-<(0)5) _ o!-K(s, DSA(r)(0] 


< OCT | Î A, (#, s\K (t,s)]-BW(xo — q(x)), px)(s) + px(s)]ds 


< QI-E(T,0) ) fs CE, s)KÉ (4, s)BW/(ro — (x), p2)(s)ds 


+or-(r,0)| f° 8, (6, S)KP (4, s)pr(s)ds 


€ 1/2 
< OH <(T.0)4o( Î (A, (3) PSI) 
0 


T 1/2 
x ( | Dao — at). pe), p2)(9Pds) 
+ QT, 0) A2 RO (5)|112 
< 2181 VO ol dire VAT 12. 


A2 RO: Î112. 
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QP571(c,0) 
2 —1 


compacts arbitrairement proches de l’ensemble {5.0 :T € 8. }. Ainsi, pour chaque t € T, l'opérateur 


Alors, pour € — 0Ÿ et h(e) = v’(e) — 07, on voit qu’il existe des ensembles relativement 


Sx(t) est relativement compact dans #. 


Étape 5. 
On montre que l'opérateur $S : Y — Y est continu sur B.. 


Soit Zn — x € By, alors, 


I(Sæn)(E) — (Sx)(OIy < 11957 (E,0)((San)(6) — (Sx)(0) 


< ir, vGér# (E,0){aæn) — q()] 


+or<ro) f 5. (é, s)KP' (4,5) 


x [EM a) 0) 20) ds 


+ Q1-(T,0) ) fa 1(4,5)p2, (8) — pe(s)lds 


< Q5 FT, 0)A|q(æn) — a(x)|| 


+ QI É(T,0)A2||BIT(B)36%" 


x vire — q(n)), 8e, (8) — BW(x0 — a(x)), 2)(s) 


| 


+ QU É(T,0)A2T (8)967 "1, (8) — @a(s)| 
— 0 as n— 00. 


Comme q, W sont des fonctions continues dans C(Z, #) et ws(t) = D(t,.,.,.): ÆxÆx%4 — % est aussi 


continue, d’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, il s'ensuit immédiatement que 
l(Sa)0 (SOIN +0. n + 00. 
Donc, $S est continue. 
Ainsi, à partir des étapes 2 — 5 et par le théorème d’Ascoli-Arzela, on peut conclure que $ est com- 


plètement continue. Par conséquent, d’après le théorème du point fixe de Schauder, S a au moins 


un point fixe x(t), ce qui est une solution douce à (3.1). 
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Maintenant, définissons l’ensemble de solutions D, D(t), respectivement, par 
D=fr.EeY=C adm =Sr, "n2>1} 


Dft)=f{r(t):æ eD,n>1}, te. 


Ensuite, nous avons 


Lemme 3.3.2. 
Supposons que toutes les conditions du Théorème 3.3.1 soient satisfaites. Alors, pour chaque 


tEeT, D(t) est relativement compact dans X, et D est équicontinu sur T. 


Démostration 3.3.2. 


La preuve est réalisée avec les mêmes étapes que ci-dessus (étapes 2-5). 


Démostration du Théorème 3.3.1: Nous démontrons que l’ensemble de solutions D de (3.1) est 
relativement compact dans Ÿ. Pour cela, il suffit de vérifier que D(0) est relativement compact 
dans # et que D est équicontinu en t = 0, en raison du Lemme 3.3.2. 


Pour tout x, € D, avec n > 1, on définit 


tn(t) te lo,T], 

Ent) = (3.15) 
Tn(o) te [0, o|, 

où © provient de la condition (H3). De plus, on vérifie selon la condition (H3) que q(x») — q(xh). 


D'’aprés le lemme 3.3.2, nous constatons que {7, : n € N}, est relativement compact dans Ÿ et sans 


perte de généralité supposons que Zn(.) — æ1(.) dans Ÿ lorsque n — co, pour certains x1(.), ainsi, 
par 


la continuité de Q1-£(4,0)G/#2(t, s) et q, nous obtenons 
Iæn (0) — æ1(0)v < QU ST, 0)&n (0) — x1(0)| 


< QU É(T,0)|G# 72 (0, 0)[ro — q(tn) — ro + q(x1)]|| 


< 010) q(xn) Don q(x1)| 


< |la(tn) — q(x1)|lv 


— 0 quand n— 00. 


Alors, D(0) est relativement compact dans #. 


Systèmes de contrôle d'évolution d'ordres fractionnaires et leurs applications 75 


3.4. Exemple 


D'autre part, comme D(0) = {x0 — q(xx) : 2n € D}®, est relativement compact dans 4, pour 
tET, nous avons 


In (E) — zn(0)Iv < Qu ST, 0)Irn(t) — za (0)] 


< 1-7, 0)|G% (4, 0) — a(an)] — GÉ/2(0, 0) — a(en)]| 


+ QT. 0)] [A3 (8, 8E (2 9) WC — (a), +, (ds 


< QI É(T,0)|GET 2 (4,0)ro — ro 


+ ah <(r,0)]|G8%(1,0) — fat.) 


+ QL-E(T, 0) Î AU (£, KA (Es) BW(xo — q(2n)), Lu, }(S) + Pu, (s)]ds 


Îtn(t) —zn(0)[N — 0 uniformément en n € N lorsque t — 0. Ainsi, nous vérifions que l’ensemble D € Y 


est équicontinu en t = 0. Par conséquent, D est relativement compact dans Y. Par conséquent, nous 


pouvons supposer que Zn a* EY lorsque n — © pour certains x*. Parce que 
Ent) = GÉVP(t,0)[xo — q(xn)] 
n v ; TO dr 


LA . Aÿ, (t, s)K61 (6, 8)-BW(xo — q(tn)); Prn )(8) + Pa, (s)1ds, 


en prenant la limite lorsque n — © des deux côtés, nous obtenons 


g*(t) = GÉPÉ2(t,0)[xo — q(x*)] 
t 
ki | AB, (6 S)KE' (6, 5) BW(xo — q(x*)), par )(s) + px-(s)]ds, 
0 
pour 0 <+t<T, ce qui indique que æ*(.) est une solution douce de (3.1). 
Par conséquent, le système fractionnaire v-Hilfer (3.1) est exactement nul contrôlable sur Z. 


3.4 Exemple 


Dans cette section, nous présentons un exemple qui illustre la validité et l’applicabilité des principaux 


résultats. 


Considérons le système de contrôle suivant, décrit par l’équation différentielle partielle fractionnaire 


de v-Hilfer 
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HD (4, 2) 
HS a (t 2) 
- t—2)e-tir(t t,2)| —2 | Li | 
= De?) + dE, 2) + En pe cost OZ, —_ (3.16) 
7 PMP fi L HD ee) ) 
MA t 
Je (6, 8) 
+(2t — Larctan/x(t, 2)|. , (t,2) € (0,1] x [0,1] 
25(1+ é'a(t,2)|) 
avec 
AU 24-21) , (ét, z) : i 
et 
x(t,0) = x(t,1) = 0, (3.18) 


2 1. 1e 
où LÉ est la dérivée fractionnaire de v-Hilfer d'ordre B1 = 3, B2 = 4, v(t)=t,et0 <£<1, .. est 


l'intégrale fractionnaire de v-Riemann-Liouville d'ordre B2 avec u(t) = t, et T = 1. 


Soit x(t)(z) = x(t,2) et les fonctions définies comme 


(5t—2)e ‘|r(t,2)|  5cosix(t,z)| — 2 


PO = En 2) 5 af Moi 


: x(t, 2) 
j AE SG + 0 2) 


+ (2t — ljarctan|x(#, z)|. 
25 (: + 


Pour 1,2 E XettE (0,1], nous avons 


PAUVIOSSZ7010)E #l æ1(#)(z) — æo(t) (2) 


3 | sas 3,1 
à u HD ai(t)(2) — FDÉÉVæ(2) 
T mat 4 
+ née (00 - 5 22(0() 
FODIES 
IN SE 15 


Cela signifie que les hypothèses (H2) et (H3) sont satisfaites avec Li = À, Lo = À 


= ÉT vo L 
25? 25) La = 56 LE 5%. 
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L'opérateur linéaire borné $ : { — Æ est défini par 


Pour étudier ce système, prenons # = f{ = L?([0,1]), et l'opérateur E : D(E) C 4 — 4 donné par 


D] 
E = un avec 


Ô 
D(E) — xEX:x, © sont absolument continues, —€X, x(0)=zx(1) =0;. 
02 02? 


Il est connu que E est auto-adjoint et possède des valeurs propres À, = —n?7?,n € N, avec les 


vecteurs propres normalisés correspondants e,(z) = V2sin(nrz). De plus, —E engendre un semi-groupe 
fortement continu d’opérateur linéaire borné {G(t)}:>0, sur un espace de Hilbert séparable 4 avec 


IG(e)II < e-* < 1, qui est donné par, 


Gt) = (y,1)+ De "Ty, er)en 


n=1 


1 


1 co 
= | y(T)dr + ÿ 2e tsin(nre) | sin(nrT)y(r)dr, yEeX, 
0 Fi 0 


Be 


2 2 
en plus, les deux opérateurs G?’*(t,s) et K?(t,s) peuvent être définis par, 


et 
2 Te 2 
Kÿ (4, s)y = = Oh2 (O)D[(+ — s)#0]yd® 
0 
On remarque que, 
GENS IFÉHISSR 0<s<t<i 
À :S > , ,S == u SsT< — L 
TS) T(2) 


Maintenant, soit u € L?([0,1],{), 3 = I, donc B* — I. Ainsi, le système (3.16)-(3.18) peut être écrit 
sous la forme (3.1). 


Nous considérons le système linéaire v-Hilfer fractionnaire, 


ty(t 2) = D y(t,z)+od(t,z)+v(t,z), (6,2) € (0,1] x [0,1], (3.19) 


ID 


1e 


© cl 
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avec 
4-2) 5it 7 …. 
3 0, ) + , 3.20 
et 
y, 0) = y(E,1) = 0, (3.21) 
où 


(5t—2)e tz 5cosz — 2 


A2) Pl) - à 


+ (2t — 1jarctanz. 


Le système (3.19)-(3.21) est exactement nul contrôlable, s’il existe un # > 0 tel que 
2 5N * 
t x 3 
fn (aas) [bs(é) Go 


2 af ef" fau) 


ou de manière équivalente 


2 


ds 


(ki) Go 


‘dl (3.22) 


2 
ds 


+ [ass ‘dl 


Si w — 0 dans (3.19)-(3.21), alors le système linéaire v-Hilfer fractionnaire est exactement nul 


2 2 
K? (1,s)y 


2 


> r[leitaon Kÿ (1,s)y 


contrôlable si, 


donc, 
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Ainsi, (3.22) est vérifié avec k& — 2 Par conséquent, le système linéaire fractionnaire de v-Hilfer 


(3.19)-(3.21) est exactement nul contrôlable sur (0,1], et L'hypothèse (H1) est donc vérifiée. 


(S. 


Dans notre exemple, nous choisissons || W]| IS] = I = 1, Lo = 1 ( parce que ||S(t)|| 


3 
4 


<e-!) et o = 0,05. Nous obtenons Q} *(1,0) = 1, A1 = 0.81605, A2 = 0.73849, A(2, 1) — 0.47392, 


w = 0.1885 et h(1) = 3. Ensuite, nous obtenons l’approximation suivante: 


But + 420} (LOT (D AG, 1) . (L a Vi )| & 0.76909 < 1. 


Toutes les hypothèses du théorème 3.3.1 sont satisfaites et 


A1L + A2QL Ë(T,0)T (Bi) LAGT) + _- (L + oi Tu) < 1. 


Alors l’équation aux dérivées partielles fractionnaires de v-Hilfer avec contrôle (3.19)- (3.21) est 


exactement nulle contrôlable sur Z. 
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Contrôlabilité de trajectoire du 
système intégro-différentiel neutre 


fractionnaire de type sobolev 


(k,v)-Hilfer dans l’espace de Hilbert 


Contents 
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4.2 Position problème. : & 240 uns dde die int ave dé Mie tie et 06 di eue 82 
4.3  Contrôlabilité de trajectoire ........................... 89 
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4.1 Introduction 


Une nouvelle notion de contrôlabilité, à savoir la contrôlabilité de trajectoire, a été introduite par 
George (1996) pour les systèmes non linéaires unidimensionnels. La contrôlabilité de la trajectoire garantit 
le pilotage du système dynamique d’un état initial à un état final souhaité, le long d’une trajectoire 
déterminée, en utilisant une fonction de contrôle appropriée. Divers articles ont contribué à l’étude 
de la contrôlabilité de la trajectoire. [ [9], [13], [20]]. Par conséquent, la contrôlabilité du chemin 
est une notion de contrôle plus forte. 

Chalishajar et all. [13] ont étudié la contrôlabilité de trajectoire de systèmes intégro-différentiels 
non linéaires dans des systèmes de dimension finie et infinie. Maojun Bin et Zhenhai Liu [9] ont 
étudié la contrôlabilité de la trajectoire des équations d'évolution différentielle semi-linéaires, avec 


impulsions et retard, en utilisant le théorème du point fixe et la théorie des opérateurs monotones. 
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4.2. Position problème 
Diblik [28] a étudié la contrôlabilité de trajectoire de systèmes linéaires à temps discret avec un seul 
retard. 
4.2 Position problème 


Dans cette section, nous examinons la contrôlabilité de trajectoire d’une nouvelle catégorie de classe 
d'équations intégro-différentielles fractionnaires de (k; v)-Hilfer non linéaires, avec des conditions non 


locales fractionnaires de (k; v)-Hilfer de la forme, 


Foret —f(6,2(8))] = Ta(s) +Bu(t) +g(t,r(t)k 30%" xt), +e (0,b] (4.1) 
= 1 
AE Ent eco = 20 + Ke) 0= (mt -m)+m) (12) 
OO, eve sont les dérivées fractionnaires de (k, v)-Hilfer d'ordre + < % < 1, de type 


0 <m <1,0<7s<1,k>0et (k,v)-intégrale fractionnaire d'ordre k (1 — 8) respectivement. Soit 

J = [0; b], l’état x(.) prend ses valeurs dans un espace de Hilbert et xo € . Les opérateurs T : D(T) 
cX-—X,A:D(A)C% — %, La fonction de contrôle u(.) prend des valeurs dans L?(J,U), l’espace 
de Hilbert des fonctions de contrôle admissibles pour un espace de Hilbert U, et B est un opérateur 
linéaire borné de U à #. De plus, g:JX#x#-—X,f:Jx%4-Xet K:C(J;:Æ#) — #, sont 


des fonctions appropriées satisfaisant certaines conditions à préciser ultérieurement. 


EE Em m) > 0 


— ul 


Soit 4 = L(m(nk — m) +m), 0 <  <1,0 <m <letk > 0. Alors 1 


définissons 
Ciokv(J, #) = C = { dors: 10 Or ja € ca} 


où, kQ "7 0)(4,0) = (u(t) — v(0))-8. 


L'espace C est un espace de Banach muni de la norme 


Ille = max «Qu 9 (4, 0)g(t)|. 
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Pour prouver notre résultat principal, nous faisons les hypothèses suivantes 


(H1) Les opérateurs T : D(T) C # — # et À : D(A) C # — , sont des opérateurs linéaires 


fermés. 
(H2)  D(4) C D(T), À et T sont bijectives. 


(H3) Al: X = D(A4) C X est un opérateur linéaire, borné et compact. 


À partir de (#3), nous déduisons que A7! est un opérateur borné. Remarquez que (#3) implique 
également que À est fermé, car le fait que A7! soit fermé et injectif implique que son inverse est également 
fermé. Cela découle de (#1) — (#3) et du le théorème des graphes fermés, on obtient le caractère 
borné de l'opérateur linéaire AÎT : # — #. Par conséquent, V — —A71T engendre un semi-groupe 
{V(t) = eAUTt, #> 0}. Nous supposons que uo = ca < c, et enfin, nous désignons par 


IA = Qo- 


(HA) Le résolvant Aa; V) est compacte pour certains 0 € p(V) qui est l’ensemble de résolvant 


de V. 


On suppose que 0 € p(V), ainsi, nous pouvons définir la puissance de l’opérateur fractionnaire 


VÉ(O < 5 <1). Notons #3 l’espace de Banach du domaine D(V), où D(V#) est l’espace de Hilbert 


associé à la norme 


Ixlle =1IVÉxl:; pour tout x € D(V#) 


Remarque 4.2.1. 

Pour B € (0,1], la puissance de l'opérateur fractionnaire V® vérifie les propriétés suivantes: 

(i) VS est un opérateur linéaire, béjectif et fermé. 

(ii) VB = (V8), où VS est l'opérateur linéaire, borné et injectif dans Æ avec D(VF) = Im(V-). 
(ii)  SotB,aeRetzre D(V?'), où p’ = max(B, a, 8 + @o) alors 


Vérone pp = ya 
De plus, V° =TI, I est l'identité en X. 


Lemme 4.2.1. /55] 


Soit V le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique V(t). Si0 € p(V®), alors 
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1. V(t)}: Æ— D(V) pour tout t > 0 et B > 0. 


2. pour tout x € D(VF), nous avons 


VÉV (tx = V(H)VAz, > 0. 


3. Si 0<B<B<1, alors D(V#) — D(VÉ). 


4. Pour chaque t > 0, VÉV(+) est borné sur Æ et il existe C3 > 0 et ao > 0 tel que 


C C 
B _. e ® t LB 
vév] < Sera < 
Remarque 4.2.2. 


Pour simplifier la notation et la démonstration de certains résultats, nous introduirons la notation 


suivante; 


U 


kQP'(#,0) = (u(é) — u(0)) +, Gr) = 9 (6,26), 165" x (#)) . 


FE 


D'après le Lemme 1.4.6 , nous avons l'estimation intégrale 


LQk0-0 (8,0) LQK-0 (4,0) a(D)] 


KIG< Ie) = «34 


lx (kô) 
TK (KO + 13) 


QE (4,0) [xl 
La fonction de densité de probabilité ( de type Wright), peut être également affinée en une fonction 


k-densité de probabilité ( de type k-Wright), définie comme suit 


Définition 4.2.1. 
La fonction de type k-Wright h,, k, est définie comme suit 


(be)! 


Fm «() = 2 = DIKMMTI(K(L — mn)" al 


avec,  hm«(@) > 0, A mk(@)d@ = 1 


KE -DP(K(1 + ©) 
Fk(K(1 + Cm)) 


| Oh k(O)dO = 
0 
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Position problème 


Remarque 4.2.3. 
On voit que la fonction de type k- Wright, est une généralisation de la fonction exponentielle. 
En effet, pour m = 0 etk= 1 alors, nous avons ho 1(9) = e=®. Pour 0 < m <1 


et k = 1, nous obtenons la fonction de type Wright. 


Pour x € #, on définit deux familles d'opérateurs {{V12(4):4 > 0} et {KU*1(4);t > O0}, par 


+00 
KR (4, s)x = A hi k(O)VKkQ! (4, s)0]rd® 
0 


LVL (4, sx =k gare pu (4, s)x 


et 


+00 
QU (E, sx = À | AT Oh k(O)VKQ! (6, s)Ord® 
0 


Lemme 4.2.2. { [55], [5], [S0]) 


Les opérateurs KV°® et KU7! ont les propriétés suivantes : 


(1) Pour toutt <s <0 fixe, KV ® et KU7! sont des opérateurs linéaires bornés en X avec, 


heva (ja < RO a = pale 


et 
uok(n-2Q 
UN(E, s)x] < ———|x| — z||, 
MU (sol < = pal 


où, 0 = (tk — M) + m). 


(2) Les opérateurs {V"2(+,5) et KU/(t,s) sont fortement continus pour tout t > s > 0, c’est-à-dire 


pour chaque x EX, 0 <s <t1 <t2 <b,etk > 0 nous avons, 


IRVETR (2,5) 2 — «VE (1,5) x] — 0, 


et 
IKUY (2, s) à — KU?! (41,8) x] — 0, 


lorsque ta — ti — 0. 


Démostration 4.2.1. 


(1) Pourtoute xEe X,0<s<t<b, et de l'égalité 
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1e Of Am «k(O)dO = OO), (£—=0 et C—=1), nous avons 


KRY' (4, s)x 


+00 
| | Î A im (OM VON (6, s)elrde)| 
0 


+ 
< u@] | bn x()d® [xl 
0 
< koQol|x||, 
et 
71 . —1 
un (4 s)e] = | [7 AE A(E) VON (+ 014 
0 
20 T 
£ --H0@o Û Oh «(O)d8|||x|| 
LoQokn 2? 
lé]: 
Tx(km) 
Enfin, 


k(8—1);v 


Aro (£, 8)x kJ + KR} (£, s)x 


< 0600) RME (+, s)||||æ |] 


1 n 
ane J 00 —v(s) 


k(O 


—1) 
Ce lds||x| 


do Qok ED (b, 0) 
_ Px(kô) 


IEAE 


Par conséquent, les opérateurs KVM (4,5) et UT (t,s) sont bornés par des bornes 1 et 2 respective- 


ment. 


(2) Soit {x,} un séquence dans un espace de Hilbert X, convergeant vers x € X, et considérons, 


KV (E, s)2n — KV, s)x|| < pulltn — ||. 


Par conséquent, KV (4,s) est continue. 
De même, nous pouvons démontrer que KU% (t,s) est continue pour tous 0 < s <t< b. 


De manière évidente, KV°® (4,5) et KU/}"(t,s) sont fortement continues, alors on a 
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kKU (t2, s)x — KU (é1, s)x 


+00 
<E [aen Levier (ee - vin (ne) 
0 


Id 


m—2 
2 GR 
Fx(km) 


IEAE 


VO (t2, 90] — VkO (Ha. se) 


qui tend vers zéro lorsque t2 — t1 — 0, pour tout 0 < 5 <t1 <t2 <b,k>0etxEe x. 
De la même manière, KV (4,s) est également fortement continue. Ceci complète la démonstration 


du lemme. 


Lemme 4.2.3. /11}, [55] 


Pour tout x € ZX, m € (0,1) et BE (0,1], nous avons 


V(é, skU}'æ — VEUT (£, s)VËz, 


et 


IV ÉXUT (€, s)x| < u3(B,m,kk QE, s)|x||, 0O<Ss £<t< b, 


mCsQ0okG- 8) D IT, (k(2 — B)) 
TKk(k(1 + m(1 — 8)) 


où, u3(B,m,k) — 


Définition 4.2.2. 
Une solution x(.) = x(u)(.) € C est dite une solution douce de (4.1)-(4.2) si pour chaque 


contrôle u € L?(J,U), elle satisfait, 
CD) ME 0 Let) Fa]. = 20 + K(x), 
(ii) Pour chaque 0 <t < b, elle satisfait l'équation intégrale suivante : 
Lt) EVE (0) Ê + K(z) +f(0,x(0)) — 47 "#(0, (0) 


Aa) + | v'(s}k QU (6, s) AU! (+, s)f(s,x(s))ds 


+ Î v'(s}k QU (4, s)kU!! (4, 5) \cr (x(s)) + Bu(s) ds. (4.3) 
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4.2. Position problème 
Nous donnons une inégalité de Gronwall généralisée sous la forme (k; v)-Hilfer, qui sera utilisée dans la 


section suivante. 


Théorème 4.2.1. /29] 


Soient m,k > 0, et vu € C![0, b] est une fonction croissante avec v'(t) £ 0. 
Pour tout t € J, Supposons que (i) Les fonctions w(t) et v(t), sont deux fonctions non négatives 
localement intégrables sur l'intervalle J, 


(üi) La fonction v(t) > 0 est un fonction continue non décroissante sur J. 


alors, 


w(t) <vo+ f ÿ ONG tot — v(s)) 7 -1v(s)ds, pour tout +EJ. 


Définition 4.2.3. 
Le système de contrôle fractionnaire (k,v)-Hüfer (4.1)-(4.2) est dit être complètement contrôlable 


sur l'intervalle J, si pour tout xo,x1 € X, il existe un contrôle u € U tel que la solution (4.3) de 


(4.1)-(4.2) satisfait x(b) = x1. 


Définition 4.2.4. 
Le système de contrôle fractionnaire (k,v)-Hülfer (4.1)-(4.2) est totalement contrôlable 


sur l'intervalle J, s’il est complètement contrôlable sur tous ses sous-intervalles [sK, Sx+1]. 


Soit F l’ensemble de toutes les fonctions y(.) définies sur l'intervalle J satisfaisant y(0) = xo et 
y(b) = +1, et que la dérivée fractionnaire de (k,v)-Hilfer existe partout. L'ensemble F est appelé 


l’ensemble de toutes les trajectoires faisables. 


Définition 4.2.5. 
Le système de contrôle fractionnaire (k,v)-Hülfer (4.1)-(4.2), est dit être contrôlable en trajectoire 
(T-Contrôllable) si, pour tout y € F, il existe une fonction de contrôle u € U telle que la 


solution correspondante x(t) de l’équation (1.3) satisfait, x(t) = y(t) presque partout. 
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4.8.  Contrôlabilité de trajectoire 


4.3  Contrôlabilité de trajectoire 


Dans cette section, nous allons discuté la contrôlabilité en trajectoire du système gouverné 
par l'équation intégro-différentielle neutre fractionnaire, de type Sobolev (k,v)-Hilfer (4.1)-(4.2). 


Pour en discuter, nous imposons les conditions nécessaires suivantes: 


(H1) La fonction non linéaire g : J x Æ x Æ —+ %, est continue et il existe des constantes L1 et Lo telles 


que 
Ag(é, vi, 1) — 9,22, ya) < Lallxi — x] + Log — gl, 
pour tout t E J, æ1,%02,y1,y2 € X. 
(H2) Il existe une constante LF > 0, telle que 
IVÉG, 26) — VÉ(E g(O)I < Lellz — y||, 
pour toutte J, x,ye X. 


(H3) La fonction non locale K : C(J,#) — # est continue et il existe une constante Lx > 0, telle que 
cela satisfait 


IKCz) — K(y)|l < Lkllz — y|| 
pour tout x,y € C(J,#). 


Théorème 4.3.1. 
Supposons que les hypothèses (H1)-(H3) soient satisfaites, alors, le système de contrôle 


fractionnaire de (k,v)-Hilfer (4.1)-(4.2) est contrôlable en trajectoire sur J. 


Démostration 4.3.1. 


Soit y(t) représentant n'importe quelle trajectoire de F. Pour à <E<1,0<%m<letk> O0, 


nous sélectionnons le contrôle de rétroaction u(t) comme 


u(t) =B" (e Dee LA) — F6, y()] — Ty( — 010) (44) 
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A 


Contrôlabilité de trajectoire 


En intégrant la valeur de u(t) dans l'équation (4.1)-(4.2) et en simplifiant, nous obtenons 


Dr" Are) — F(x(t)) — Ay(e) + F6 y(0)| = T(x(é) — y(6)) + CF (xt) — GP (y) (4.5) 


Encore une fois, si nous choisissons AZ(t) = A(x(t) — y(t)), alors notre problème (4.1)-(4.2) est modifié 


comme ceci : 


Ho VAZ (6 — (ee) + (Guy) = TZ( + Gr) -GH(yÉ), 1e) 
(4.6) 
RIRE D [ZE — F6 (0)) + (y) = K(x)—K(y), 
La solution douce de l'équation (4.6) est donnée par 
2 = avan 0) KG) — KG] + Ar (0) — Fu v00)) 
+ Î v'(s)k QE, s)VKxU7' (4,5) es x(s)) —f(s, n)| ds 
OT CO COTTON (47 


Donc, 
IZ@IR = ko -2(,0)2 1 
<,040-9(b,0)|Z (| 
< ,9K 0-0 (b, 0) bte (4,0) (Ka) : K() + A (re. 26) —#(e. 0) 
ie m—k( s n(t,s s.x(s)) — f(s, y(s 5 
+ [rene oviut )(re (s)) #8, y p}a 
a Mk s),U7 (+, 5 7 (x(s)) — GE(y(s 5 
+ [Cor nur te ICT (s)) - CG (y ) pas 
Alors, 
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12 Ie < x040-9 (b,0) | 


cp (1,0) (KG) —K()) | 
+ |A TY-É (use a(t)) — VÉF(E, 70) | 
2] l'icone pure anr-(reaten - verte ya 


| 


< able — ul + k04-0/b.0) Go V #1 VC 200) — VÉr(r, 100) 


+ | Poen on Hu su (es) CTCOECTONT 


t 
4080-02 (b,0) v'(sX QU (€, s)I VTT ELUT (€, s) 
0 


LAICEOIE AO 


t 
+ x QK0 9) (b, 0) . v'(sk OK (4, s) _. 
0 


GR (e(s)) — GP (s)) 


< plk|ZOIEe + IV-ÉIQoLe| Ze 
t 
+ a 8m DE [405 0-0(, 0/( OM X(1, 9)1Z(0 eds 
0 
t 
+ an 90,0) fl v'(x O7 #(E,s) ME + La |2 (OI ds 
0 
< (aux + IV-"IQuLe) 120 


k 
+ 3(1— B,m: Leg «QU (b, 0)1Z() 
11 


LoTx(kO)x QE 18 (b, 0) 
x(k + m3) 


+ | v'(s QU K(E, 5) MECE IZ(O Ie ds 


cul ZOle+ee (MOT (E, s)|ZO IR 


t 
_ | v'(SX QU (E, 8) Z (6) [leds 


— l-u 0 


k(9—1)+n3 
Où Wo = Ju (uen so), un = (ubxtIV-SiQuLepa(t-8m Le ghxQ" (,0)) 
et wi < 1. 
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En appliquant l'inégalité de Gronwall dans l’expression ci-dessus, on trouve 


nn k(1—6) _ 
IZŒI RE = mark Qu 77 Z(E)] = 0. 


Par conséquent, Z(t) = 0, c'est-à-dire x(t) = y(t) presque partout. 


Ainsi, le système de contrôle fractionnaire (k,v)-Hülfer (4.1) - (4.2) est T-contrôlable sur J. 


4.4 Exemple 


Considérons la forme suivante du système intégro-différentiel (k, v)-Hilfer fractionnaire neutre, 


de type Sobolev avec contrôle pour illustrer notre résultat principal. 


Ha tsat = 0. fire” 
1 0 Il = )stns) ( E cos æ(t, z)B 


LE 
HI 2 (4,2) 


œŒ e ‘t4/sinx(t,z) 


_ a(é, 2) + +e #tan *|x(t,z)|. 
022 5+lx(t,z)l 24 noix (t,2) 
+ u(t), (t,2)€ (0,1] x [0,x], (4.8) 
avec, 
x(t,0) = x(t,7) = 0, (4.9) 
et 
.. a 1 5 
idpr (0,2) + p(z,t)x(t,2) dz — D og (1 +|x(t;,2)l) 
: 302 
=z(2), O0<t;<1,j=1,2,.,15. (4.10) 


Ici m1 3, mo 13 3 k 1,0 3(4—5)+$=E, v(t)=te b=1. 


Soit 4 = U := L?[0,7]. Notons D(T) = D(A) := £ E X : x, D sont absolument continues, 


#5 € X, a(t0) = a(t,n) =0). 
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4.4. Exemple 


Nous définissons les opérateurs T : D(T) C4 —> #, A: D(4) C4 — # et 3 =] (l'identité) 


par 


dx 


” 2 


Tzx 


2 
ze D(T); a= (1-2) ze D(A). 


Ensuite, T et À peuvent être écrits respectivement comme 


Tæz — >, — M°(T, Om)Om: x E D(T), 
m=1 

Ax — ÿ (1 + m°) (t,Om)Om: x € (4), 
m=1l 


Où Om(w) = (4/2/7) sin mw,m — 1,2, sont les fonctions propres correspondant aux valeurs propres 
(—-m?) respectivement et 01,02, est une base de X. 


De plus, pour tout x € #, nous avons 


Liu 
1  —m? 
AT Txz = Vr- 2.1 a 2 (t,0m)Om; 
et 
MO ED ee) 
= X Ts Orn)Orns 
m=1l 5 l+ : | 
où 


Il est facile de voir que A7! est compact, borné avec || A71|| = Qo < 1 et V = AIT engendre un 


semi-groupe fortement continu V(t) avec |[V(#)|| < e-Ÿ < 1 = o. Les propriétés suivantes sont 


vérifiées : 
: 1 eo 1+m? 
(é) Pour chaque x € #, V 5x = D. — 4 (x, om)Om: 
m=1l 
CO 
(ii) L'opérateur V2 est défini par Vix= D — LE (&, Om )Om dans l’espace 
m=1l 
1 = m? 
D(vi) {sex ÿ — 1] —; (2, Om)0 ex}. 
2 ? mm mm 
m=1l l+m 


Systèmes de contrôle d'évolution d'ordres fractionnaires et leurs applications 93 


4.4. Exemple 


De plus, les deux opérateurs 1 V#3-1(#,s) et 1Ut3(t,s) peuvent être définis par 


(= A hs 1 (@)Vh Of (6, 5)01rde, 


3 3 fT® 3 
LUË (+, s)x = : AT @hs 1(@)VhQ} (t,s)0]xd0. 
0 


1 1 3 1 

AAC s)| = — Hi, Jaur Ce s)| = — 2 

| : T(4) : T(8) 
Définissons 
æ(t,z) = x(t)(2), t€ (0,1, ze [0,7], 
nr : té _e sin x (t,2) 
g(tx(0, 136 x (0) (2) ACEICERETCE) — 5 + lx (t, 2)| 
: Dé x (4, 2) 


+e #tan !|r(t,2)]. ï 
2 + 136: x (t,2) 


1+e-t 


ftx(t))(2) = f(tx(t,z)) = ( ) cos æ(t, 2)B 


15 
1 
K(x)(2) = an à 108 (+lx(é,2)). 
j=1 
Avec cette formulation, le problème (4.8)-(4.10) peut être réecrit sous la forme du système de contrôle 


abstrait (4.1)-(4.2). 


Maintenant, on à 
Lt Lt 
IACECORS ECE) EFTCPTCE RSC TCE) || 


1 Lt AE 
< 2let2-1(t621+ 7 ]138at 2 - 138" u(t,2) 


IVÈF(E (6, 2)) — VS FE y(E 2))|| < < Ikc(é 2) — y, 2)11. 
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Cela signifie que les hypothèses (H1) et (H2) sont satisfaites avec Li = 3: L, = % et L; — _ 
Pour prouver l’hypothèse (H3), soit x,y € #, nous avons 
1 © 1 © 
IK (x) (2) — K(y) (GI = 35) +12 (5, 2)1) — 352108 (1 + y (5, 2)1) 
j=1 j=1 
1 
EL 20101 F 
ainsi, (H3) est satisfaite avec Lx = À. 


Enfin, toutes les conditions du Théorème 4.3.1 sont satisfaites, ce qui montre que, 


le système intégro-différentiel (k, uv) —Hilfer fractionnaire neutre (4.8)-(4.10) est T-contrôlable sur J. 
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Conclusion 


Dans cette thèse, nous avons réussi à ajouter un ensemble des résultats à la théorie du contrôle. 

Tout d’abord, nous avons étudié une nouvelle classe de systèmes de contrôle décrits par des équations 
intégro-différentielles fractionnaires non locales de type v-Hilfer dans l’espace de Hilbert. Ces 
résultats ont ouvert de nouvelles perspectives pour étendre notre recherche et étudier une classe plus 
large décrivant les systèmes de contrôle intégro-différentiel de type (k,v)-Hilfer. 

Dans un premier temps, nous nous sommes concentrés sur la contrôlabilité approchée d’une nouvelle 
classe de systèmes de contrôle, décrits par des équations rétrogrades perturbuées non local de type Sobolev 
v-Hilfer dans l’espace de Hilbert. Nous avons établi des conditions suffisantes pour obtenir nos 
résultats. Nous avons également obtenu de nouveaux résultats pour la contrôlabilité nulle exacte, 
pour une autre classe des équations intégro-différentielles fractionnaires implicites v-Hilfer. 

Enfin, nous avons introduit une nouvelle fonction appelée "k- Wright", grâce à laquelle nous avons 
étudié la contrôlabilité de trajectoire pour un système neutre non linéaire, d’un nouveau type et plus 
étendu, décrit par les équations différentielles fractionnaires (k,v)-Hilfer, avec des conditions non 
locales dans l’espace de Hilbert. Tous ces résultats sont accompagnés d'exemples illustrant la 
validité des résultats obtenus, basés sur la théorie des semi-groupes, la théorie du point fixe, le 
calcul fractionnaire, et les inégalités de Gronwall. En plus de cela, et étant donné que ce domaine 


est très riche en questions ouvertes, nous présentons quelques questions intéressante consiste à 


e L'étude de contrôlabilité approchée aux limites d’inclusion stochastique intégro-différentielle im- 
plicite non locale v-Hilfer fractionnaire avec mouvement brownien et du mouvement G-brownien 
fractionnaire. 


e L'étude de la contrôlabilité de trajectoire et la contrôlabilité approchée des systèmes stochastiques 
non linéaires neutres impliquant la dérivée fractionnaire (k,v)-Hilfer et le mouvement brownien 
sous-fractionnaire. 


e L'étude d'existence et de la contrôlabilité pour les systèmes différentiels stochastiques implicites de 
type Sobolev (k,v)-Hilfer fractionnaire avec un processus a-stable et des conditions non locales de 
Sobolev. 


Ces aspects seront abordés dans le futur. 
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